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  مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ 

  أنشطة 
مسائل: لنتعلم تمرينات و 

   البحث

تمرينات ومسائل قدماً إلى 
 الأمام 

  

  الجداء السُلمي في المستوي 
   الجداء السُلمي في الفراغ

   
  التعامد في الفراغ  (ني    تشرين

  المعادلة الديكارتية لمستوٍ 
  أنشطة 
  

لنتعلم تمرينات ومسائل 
  قدماً إلى الأمام البحث و 

المستقيمات والمستويات في 
  الفراغ 

المستقيم والمستوي بصفتهما 
مراكز أبعاد متناسبة   
  التمثيلات الوسيطية 

  

تقاطع مستقيمات 
  ومستويات 

  تقاطع ثلاثة مستويات

  أنشطة   أول    كانون
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  مُقدّمة

  

    
 ينففي الصّ  الرياضياتِ  تمماً لمنهاجِ انوي العلمي مُ الثّ  لثاف الثّ لصّ في ا الرياضياتِ  يأتي منهاجُ 

التربوية وفق المعايير  المناهجِ  لتطويرِ  ه في المركز الوطنيّ لذي جرى إعدادُ ا انويالثّ والثاني ل الأوّ 
تتطور المفاهيم  إذْ  ها،لِ لمفاهيم والمهارات وتكامُ الحلزونيّ لراكم تّ اله على عتمداً في بنائِ مُ ، الوطنية

بطرائق سهلة ومتنوعة  العلميةُ  ةُ الماد  مُ ة وتقُد بالحياة العملي  المعارفُ قرَن ، فتُ مترابطٍ  والمهارات في بناءٍ 
  ة الأخرى.راسيّ الدّ  مع المواد  ة وتتكاملُ حياتيّ  مدعّمة بمواقفَ و 

وينتهي كل درس  درساً  نَ يثلاث متضمنة وحداتٍ  سبععلى  الثانيالرياضيات الجزء  كتاب يشتملُ 
، والمهارات التي تعلّمها في الدرسنه من المعارف يبعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمك

 ها فيما يأتي: لُ مِ جْ التي نُ  زةِ الممي  عدداً من الفقراتِ  وحدةٍ  في كل  ونجدُ  وليتابع بقية دروس الوحدة،

إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما  ة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ تحفيزيّ  مةهي مقد و المقدمة:  •
  . المختلفة مات في ميادين العلوماسهإه العلماء من قدمّ 

مزودة بأسئلة م المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّ  إلى تعزيرِ  : تهدفُ نشطةٌ  انطلاقةٌ  •
  وحدة والإضاءة على مفاهيمها.وشروحات وتوضيحات كمدخل لل

وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس  :أمثلةٌ  •
اتباعها  يجبُ  نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ 

 الأنشطة والتدريبات والمسائل.  عند حل 

تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة  يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة  تكريساً للفهم : •
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة فكرة 

  الدرس بأساليب مختلفة .
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حيث ة في الوحدة أساسيّ  قضايا ومفاهيمَ إلى  التنويهُ وهي فقرةٌ يجري فيها  :أفكار يجب تمثلها •
  .طٍ ومبس  مختصرٍ  ها بأسلوبٍ صياغتُ تُعادُ 

التفكير قبل البدء على كيفية للمتعلم  إرشاداتٍ  وهي فقرةٌ تتضمن ها:امتلاكَ  يجبُ  منعكساتٌ  •
 استعمالبالإجابة عن سؤال، وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية 

 .ةأمثلة توضيحيّ  فية ساسيّ الأ مفاهيمَ القضايا و ال

يقع فيها الطلاب الأخطاء الشائعة التي إلى بعض الإشارة حيث جرت ها: بَ تجن  يجبُ  أخطاءٌ  •
 منقوص. أسلوبفي غير مكانها، أو ب يستعملها الطلابعادة، أو المفاهيم التي 

في نهاية كل وحدة مجموعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل  أنشّطة: •
 أنشطة تفاعلية .  

عن  م الذاتي التعل  عُ المشكلات وتشجّ  على طرائق حل  ب المتعلّمَ ر دَ هي فقرة تُ و  :البحثَ  لنتعلمِ  •
ه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة لِ عْ بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب طريق تزويد

 بلغة سليمة.  ة هذه الحلولصياغثمُّ بهدف الوصول إلى حلول المسائل 

تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان  وهي: ماً إلى الأمامِ دُ قُ  •
  . لديه ص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ عل تَ للمُ  تتُيحُ مواقف حياتية 

ليُعمم مفهوم الشعاع ، الذي درسناه في   )الأشعة في الفراغ( كانت الوحدة الأولىوهكذا  -
 ، إلى الفراغ. أساسية الصف الثاني الثانوي ، دونما فوارق

سنقتصر في دراستنا على المفهوم الهندسي   )الجداء السُلمي في الفراغ(الوحدة الثانية  -
 البسيط وتطبيقاته المباشرة .

هذه الوحدة بدراسة حلول  إذ تهتم )المستقيمات والمستويات في الفراغ(ثمُّ تأتي الوحدة الثالثة  -
إذ يتيح يم معادلات خطية بثلاثة مجاهيل، ودراسة التمثيل الوسيطي لمستقثلاث جملة 

، مما يجعل معرفة سابقة لعدد حلول الجملةالتفسير الهندسي في حل بعض جمل المعادلات 
  يسيراً.  أمراً  التحقق من صحة الحل الجبري

ية والشكل وفيها نتعرف مجموعة الأعداد العقد )ةالأعداد العقدي(وندرس في الوحدة الرابعة  -
 وطويلته وزاويته وبعض قواعد حسابهوالشكل الأسي لعدد عقدي الجبري والشكل المثلثي 

  .وحل المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية
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تمثيل الأشعة  ومنها )(تطبيقات الأعداد العقدية في الهندسةالخامسةِ  الوحدةِ ونتعرف في  -
عقدية العدد العقدي الموافق لمركز الأبعاد المتناسبة والكتابة العقدية لبعض  بأعداد

   .التحويلات الهندسية

  طرائق العد ومنشور ذي الحدين.بعض ندرس  )التحليل التوافقي(وفي الوحدة السادسة  -

التمثيل الشجري و دراسة الاحتمالات فيها لنتابع  )الاحتمالات( الوحدة السابعة تأتي واخيراً  -
المتحولات و  ، القواعد العامة في حالة التمثيل الشجري لتجربة،للتجارب الاحتمالية المركبة

  .القانون الحدانيو  العشوائية ،

 جرى فيها تنويعُ و مفاهيم الكتاب. جميعَ  تشمل ختباراتلاا نماذجَ  من بمجموعةٍ  أيضاً  الكتابُ  دَ و زُ 
 مستوياتِ ل تِبعاً  هامين من حل المتعلّ  نَ متدرجة في المستوى لتمك  تمارينَ  ، وتضمينُ الأسئلةِ  عرضِ  طرائقَ 

، تساعده في قياس مدى ةشابهس في بناء نماذج متكون هذه النماذج عوناً للمدرّ  . نرجو أنتحصيلهم
  .تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة
تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة وهنا نريد التأكيد على أنّ 

موجّه المُيسر و الدور أن يؤدي المدرّس  يتطلّب منالتفكير الإبداعي، و وخاصة مهارات التفكير الناقد 
اً، للعملية التعلمية، فيطرح التساؤلات المُناسبة، ويختار المناسب من الأمثلة، ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّ 

  ورة.ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل، ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّ 
إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من  وفي النهاية، نريد أن نتوجّه بالشكر

المساعدة، فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات، ومنهم من حلّ المسائل أو 
الأستاذ خلدون عض الفقرات، ونخص بالذكر تحقّق من صحتها، ومنهم من ساهم في إعادة صياغة ب

  الشماع.
الدكتور فوزي الدنان والأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل اللذين اطلعا  ونخص بالشكر الأستاذ

  بدقة وبالتفصيل على فحوى هذا الكتاب وأبديا ملاحظات قيّمة عليه.
 الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البنّاءة  وأخيراً نأمل من زملائنا 

وننوّه أنّه يمكن الحصول على  معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار.المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين 
النسخة الإلكترونية من هذا الكتاب من موقع المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية على الشابكة: 

www.nccd.gov.sy.  

   المُعدّون  
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-ريخياً، يمكن إرجاع مفهوم الأشعة إلى بداية القرن التاسع عشر، في أعمال بولزانو 
Bolzano  عن أسس الهندسة، يتعامل فيه مع النقاط  1804ا7ي نشر عام Cًكتا

والمسـتقWت والمسـتوRت بصفتها عناصر غير معرّفة، ثمُّ يعرّف عمليات عليها، 
وكانت هذه خطوة aمّة على طريق وضع الأسس الموضوعاتية للهندسة، وقفزة 

 ّ   ة.ة والفضاءات الشعاعيّ ة من التجريد اللازم نحو مفهوم الأشعّ ضروري

كتاCً عن حساب مراكز الأبعاد  Möbiusنشر موبيوس  1827عام وفي   

من المسـتوي هي مركز ثقل  Pنقطة  أي� ، ABCانطلاقاً من أيّ مثلث  : المتناسـبة
تكمن أهمية هذا العمل  .cو bو aوقد وضعنا فيها أوزاً� مُناسـبة  Cو Bو Aالنقاط 

 1837وفي عام  ل للأشعة.في أنّ موبيوس كان يتامّٔل مقادير موّ�ة، الظهور الأوّ 
نشر موبيوس نفسه كتاCً في علم التوازن يتحدّث فيه صراحة عن تحليل مقدار 

  شعاعي على محورين.

الأعداد العقدية بنقاط في المسـتوي، أي  Argand ارٓغان مثلّ 1814في عام 
هو مَن تعامل مع هذه  Hamiltonبازٔواج من الأعداد الحقيقية، ولكنّ هاملتون 

، وأمضى بعدها 1833بصفتها أشعّة ثنائية الأبعاد في مقا¢ علمية نشرت عام  دالأعدا
تعميم عملية ضرب الأعداد العقدية  - دون جدوى  -عشر سـنين من حياته مُحاولاً 

نجح في فضاء ذي أربعة أبعاد ولكنه على الأشعة في الفراغ الثلاثي الأبعاد. 
Cعيّا 1843عام  واكتشف وهو حقل غير  Quaternionت ما يعُرف بحقل الر�

  تبديلي يمدّد حقل الأعداد العقدية.
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������ � �	
��  
  

        عموميات    
1.1 . . . .  
����� ����	��������        

  ، دونما فوارق، إلى الفراغ.في الصف الثاني الثانوي مفهوم الشعاع، الذي رأيناه في المستوي عممُ يُ 

)ائيةِ نقاط نقرن بكل ثن  � ),A B  من الفراغ، الشعاعAB
����.  

Aفي حالة  ���� B≠ يمتلكُ الشعاع ،AB
����:  

)هو منحى المستقيم  منحىً  � )AB.  
 .Bإلى  Aيتفق مع الانتقال من  اتجاهاً  �

AB. نرمز إلى نظيم الشعاع Bو Aهو المسافة بين  نظيماً أو  طولاً  �
ABبالرمز  ����

���� ،
ABفيكون  AB=

����.  
Aفي حالة  ���� B= الشعاع ،AA

0ويرمز إليه بالرمز  الصفريالشعاع هو  ����
�.  

عندئذ، عندما تمتلك المنحى ذاته، والاتجاه ذاته، والطول ذاته. نكتب  متساويةٌ نقول إن أشعةً  �
u AB CD EF= = =

���� ����   كما يشير الشكل السابق.   �����

  على استقامة واحدة، عندئذ : Dو Cو Bو Aإذا لم تكن النقاط الأربع  �

» AB CD=
����    »متوازي أضلاع  ABDC «يكافئ      »����

uمن الفراغ، وأيّاً يكن الشعاع  Aأيّاً تكن النقطة  �
ABتحقق  B، توجد نقطة واحدة � u=

����
�.  

علاقة (قواعد الحساب المتبعة مع الأشعة في الفراغ، هي ذاتها المتبعة مع الأشعة في المستوي  �
  .)شال مثلاً 

.2.1 ������ ،ً��ّ�  ��!"�#� �$	
��%
&�� �'�(�)� *+� ,������ -   

فُ الارتباطُ الخطي لشعاعين في الفراغ كما هي حال التعريف في المستوي. والأمر ذاته فيما يتعلق  يُعر
  بالمبرهنات والنتائج المترتبة عليها:

A

B

C

D

E

F

u
�

u
�

u
�
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  1  تعريف

ABالقولُ إنّ الشعاعين  
CDو ����

، مرتبطان خطيّاً، نيْ لصفري اغير  ����
)يعني أنّ المستقيمين  )AB و( )CD الانطباق حالة ( متوازيان

  .ذاته المنحىأي إن لهما  .)خاصة من التوازي
uي شعاعٍ وأ لصفريااصطُلِحَ أن الشعاعَ 

  مرتبطان خطيّاً. �

    
   1  مبرهنة

uيكون الشعاعان   ����
vو �

نتج أحدهما من الآخر بضربه بعدد حقيقي  مرتبطين خطيّاً إذا وفقط إذا �
vيحقق  kوُجِدَ عددٌ حقيقي  أي إذا ku=

� kأو وجد عددٌ حقيقي  � uيحقق  ′ k v′=
� �

.  
ABكان الشعاعان  على استقامة واحدة إذا وفقط إذا Cو Bو Aتكون النقاط المتمايزة   ����

ACو ����
���� 

ABيحقق  kوجود عددٍ حقيقي غير معدوم وھذا بدوره يكُافئ مرتبطين خطيّاً  kAC=
���� ����.  

  ومثلما في المستوي، لدينا المبرهنة الآتية:

    
   2  مبرهنة

)نقطتين مختلفتين من الفراغ، عندئذ المستقيم  Bو Aلتكن  )AB 
AMالتي تجعل  Mهو مجموعةُ النقاط 

ABو �����
مرتبطين خطيّاً،  ����

AM تحقّقالتي  Mجموعة النقاط أي م tAB=
����� ����

من  t حيث  
ℝ.  
  

  كيف نستفيد من قواعد الحساب؟  

ABCDEFGH  ٌو مكعبI  منتصف الحرف[ ]FG.  
  :الآتية (1)التي تحقق العلاقة  Mعين النقطة  �

AB AE FI AM+ + =
���� ���� ��������.  

  :  الآتية (2)أثبت صحة العلاقة  �
AB CF AF CB+ = +
���� �������� ����.  

  
uنقطةً معلومة وكان  Aإذا كانت  �

ق التي تحقّ  Mشعاعاً معلوماً، أمكن تعيين النقطة  �
AM u=
����� AB. ومنه فكرة البحث عن شعاع واحد يساوي الشعاع � AE FI+ +

���� ���� ���.  

  الحل

 مثال

A

B

C

D

B
A

M

A B

CD

E
F

G

I

H
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ABمربع، إذن  ABFEالرباعي  AE AF+ =
���� ���� ����

استناداً إلى قاعدة متوازي الأضلاع في جمع الأشعة،  
ABومنه  AE FI AF FI+ + = +

���� ���� ��� ���� ���
AFعلاقة شال لنجد  فيد مننست ثمُّ  . FI AI+ =

���� ��� ���
ومنه  

AB AE FI AI+ + =
���� ���� ��� ���

AIنجد  (1)، وبالتعويض في  AM=
��� �����

M، ومنه  I=.  
AB، نفكّر بتحليل الشعاع (2)لمساواة لإثبات ا �

����
AFلإظهار الشعاع  

����
. فنكتب، استناداً إلى علاقة 

ABشال  AF FB= +
���� ���� ����

  ، إذن 
AB CF AF FB CF AF CF FB+ = + + = + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  
ABعلاقة شال ثانية، نجد  لاستفادة منوبا CF AF CB+ = +

���� ���� ���� ����
.  

  فَكرْ     

,أَتبقى العلاقة التي أثبتناها في المثال السابق صحيحة أياً كانت النقاط  , ,A B C F في الفراغ؟  

  كيف نثبتُ وقوع نقاط على استقامة واحدة؟  

مركز ثقل المثلث  Gي سطوح. وليكن متواز  ABCDIJKLليكن 
BIK.  النقاط أثبت أنD وG وJ .تقع على استقامة واحدة   

على استقامة واحدة  Jو Gو Dأحد أساليب إثبات وقوع النقاط  
DJهو إثبات أن الشعاعين 

����
DGو 

����
  مرتبطان خطيّاً. 

  
0GB، كان BIKركز ثقل المثلث م Gلما كانت  GI GK+ + =

���� ��� ���� DG. لنسعَ إلى إظهار الشعاع �
����

 
  بالاستفادة من علاقة شال، نجد
0GD DB GD DI GD DK+ + + + + =

���� ���� ���� ��� ���� ���� �
  

  ومنه
3 0GD DB DI DK+ + + =
���� ���� ��� ���� �

  
DJومن جهة أخرى لنسعَ إلى إظهار الشعاع 

����
  ، نلاحظ أنّ 

0

2 2DJ

DB D

DJ

DI DJ JI

J

DK AJ

AJ

J

A I

JB

I

+ + = + + + +

= + + + =
�

���� ��� ���� ���� ��� ���� ��� ����

���� ��� ���� ��� ����

���������������
  

3أو 2 0GD DJ+ =
���� ���� 3أي  � 2DG DJ=

���� ����
     على استقامة واحدة. Jو Gو D النقاط تقع . إذن

  

  الحل

 مثال

i

A

B

C

D

I
J

K
L

G
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  ساً للفهمتكري 

  ما فائدة مفهوم الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ ؟ 
  . نفي توازيهماأو  توازي توازي مستقيمينلإثبات  �
 .أو نفي وقوعها وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة لإثبات �

 
   تَدربْ 

�ABCDEFGH .مكعب I  منتصف[ ]EF ،J  منتصف[ ]FG.  
لات التالية، بيّن إذا كانت النقطة  � عية المفروضة  Mفي كل من الحا المعرّفة بالمساواة الشعا

  و لا تنطبق على أحد رؤوس المكعب. وعللْ إجابتك.تنطبق أ
	�   AM AB DH= +

����� ���� ����.    	� AM AE AB AD= + +
����� ���� ���� ����.  

	� AM FE DG= +
����� ���� ����.    	� AM AG BF= +

����� ���� ����.  
	� ( )1

2
AM AG HB= +
����� ���� ����.  


  المحققة للمساواة الشعاعية المفروضة. Nفي كل من الحالات الآتية، حددْ موقع النقطة  
	� AN AB AE FJ= + +

���� ���� ���� ���.  	� AN AE BC HJ= + +
���� ���� ���� ����.  

	� AN AD DC CF GH EI= + + + +
���� ���� ���� ���� ���� ���.  

لآتية، � ت ا لا عي في كل من الحا عن المجموع الشعا حد (قد يكون  عبرْ  عٍ وا ض بشعا المفرو
  ) وذلك باستخدام نقطتين من الشكل حصراً.مضروباً بعدد

	� AJ BA+
���� ����.     	� BF EC+

���� ����.      	� AE AF+
���� ���� .        	� 1

2
EG JF+
���� ���.   

� ABCDEFGH .متوازي سطوح  
  ، في كل من الحالات الآتية:أثبت صحة المساواة الشعاعية �

	� 0EA EF BE+ + =
���� ���� ���� � .  	� 0ED CF+ =

���� ���� �.  
  	�0CD CG EB+ + =

���� ���� ���� � .  	�FE FB FG FD+ + =
���� ���� ���� ���� .  


عْ النقاط   وضP وQ وR حيث يكون:ب  
	� 1 1

2 2
AP AB AD AE= + +
���� ���� ���� ����   

	� 1 1
2 2

AQ AB AD AE= + +
���� ���� ���� ����.  

	� 1 1
2 2

CR AE AB AD= − −
���� ���� ���� ����.  

DCشعاعاً يساوي  عيّن � BD BF+ +
���� ���� AHأثبت أن هذا الشعاع يرتبط خطيّاً بالشعاع و  ����

����.  
FEأوجد شعاعاً يساوي  � FG FB+ +

���� ���� DFوأثبت أن هذا الشعاع يرتبط خطيّاً بالشعاع  ����
����.   

A B

CD

E
F

G

J

H

I

A B

CD

E F

GH
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  ة الارتباط الخطي لثلاثة أشع 

.1.2 .� ������ � ٍ���# %01�2#� �$3�  

    
        3مبرهنة  

 ثلاث نقاط ليست واقعة على استقامة واحدة. Cو Bو Aلتكن 
)عندئذ المستوي  )ABC  هو مجموعة النقاطM فة بالعلاقةالمعر:  

AM x AB yAC= +
����� ���� ����

   ℝمن  yو x حيث 

 نقول في هذه الحالة إن AB
����

ACو 
����

)المستوي  يوجهان  )ABC .
 ونقول أيضاً إنAB

����
ACو 

����
)في المستوي  شعاعا توجيههما   )ABC.  

uعموماً بنقطة وشعاعين  Pيتعينُ مستوٍ  
vو �

  .Pغير مرتبطين خطيّاً، هما شعاعا توجيه  �


	� �����) الإثبات�� 
� ���)  

ABليست على استقامة واحدة، فالشعاعان  Cو Bو Aالنقاط  �
����

ACو 
����

غير مرتبطين خطيّاً، إذن  
( ; , )A AB AC
���� ����

)معلمٌ في المستوي   )ABC فإذا كانت .M  نقطةً من ذاك المستوي، وُجدت ثنائية
)حقيقية  , )x y  تحققAM x AB yAC= +

����� ���� ����
.  

AMمعينة بالعلاقة  Mوبالعكس، لنثبت أن كل نقطة  � x AB yAC= +
����� ���� هي نقطة من المستوي  ����

( )ABC لمّا كان .( ; , )A AB AC
���� ����

)معلماً في المستوي   )ABC ٌإذن توجدُ نقطة ،N  من هذا المستوي
)إحداثيتاها  , )x y  أيAN x AB yAC= +

���� ���� AM، وعندئذ يكون ���� AN=
����� Mومنه  ���� N= فالنقطة .

M  المستوي تنتمي إلى( )ABC.  

2.2 . . . . �	
4 �567� 8ّ�.� 9�!"�:�  

    
  2  تعريف

uنقول إنّ الأشعة 
vو �

wو �
 إذا وفقط إذا وُجدتْ ، مرتبطة خطيّاً  ��

OA، المعّرفة وفق Cو Bو Aو Oعل النقاط تج Oنقطةٌ  u=
���� � 

OBو v=
���� OCو � w=

����   ،  تقع في مستوٍ واحدٍ.��

 نقطة  وعندئذ أيO  ُحقّق هذه الخاصة. كما يمكن تعميم هذا التعريف ليشمل أي عددٍ من الفراغ ت
  .من الأشعة

M
A

B

C

y

yAC
����

x

xAB
����

O

B

A

Cv
�

u
�

w
��
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u لصفرييناعندما يكون الشعاعان، غير  ::::ملاحظة

vو �
 Oمرتبطين خطيّاً، تكون النقاط  ،�

)على استقامة واحدة، فيوجد على الأقل مستوٍ يحوي المستقيم  Bو Aو )OA  والنقطةC وعندئذٍ تكون ،
uالأشعة 
vو �

wو �
  مرتبطة خطيّاً.  �

    
        4مبرهنة  

u
vو �

wو �
uثلاثة أشعة. نفترض أنّ  ��

vو �
uخطيّاً. عندئذ تكون الأشعة ليسا مرتبطين  �

vو �
� 

wو
wقان يحقّ  bو aمرتبطة خطّياً إذا وفقط إذا وُجد عددان حقيقيان  �� a u b v= +

�� � �.  


	� �����)    باتالإث�� 
� ���)        

uلنفترض أنّ الأشعة  �
vو �

wو �
مع النقاط  Pنقطة تقع في مستوٍ واحد  Oلتكن مرتبطة خطياً. و  ��

A وB وC : التي تحقّق  
OA u=
���� OBو   � v=

���� OCو   � w=
���� ��  

uلما كان الشعاعان 
vو �

)ين خطيّاً، كانا شعاعا توجيه في المستوي غير مرتبط � )OAB  أيP .
 aيوجد عددان حقيقيّان ، 3إلى هذا المستوي. وعملاً بالمبرهنة  Cواستناداً إلى التعريف، تنتمي النقطة 

OCيحققان  bو aOA bOB= +
�������� w، أي ���� a u bv= +

�� � �.  
wوبالعكس، لنفترض أنّ  � a u b v= +

�� � نقطة ما من الفراغ  O. ولتكن ℝمن  bو a حيث �
  بالعلاقات  Cو Bو Aعندئذ نعرّف النقاط 

OA u=
���� OBو   � v=

���� OCو   � w=
���� ��  

OCفيكون لدينا  aOA bOB= +
�������� تنتمي إلى  Cنفسها، أنّ  3، وهذا يثبتُ، بناءً على المبرهنة ����

)المستوي  )OAB ّالمطلوب.إثبات . وبذا يتم  
  

  إثبات ارتباط خطي لأشعة  

ABCDEFGH مكعب. النقطة I  منتصف[ ]BE وJ  منتصف
[ ]FG الأشعة أثبت أن .EF

BGو ����
IJو ����

   مرتبطة خطّياً. ���

  
. وقد لا يكون ذلك صحيحاً  شعاعين مرتبطين خطياً من بين الأشعة الثلاثة وجودليس واضحاً من الشكل 
IJلنحاول إذن التعبير عن 

EFبدلالة  ���
BGو ����

ن. لأجل ذلك، اتعامدوهما غير مرتبطين خطياً لأنهما م ����
  علاقة شال.فيد من نست

  الحل

 مثال

A B

CD
I

JE

H

F

G
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  فعلى سبيل المثال 
IJ IE EF FJ

IJ IB BG GJ

= + +

= + +

��� ��� ���� ���

��� ��� ���� ���

�

�
  

0IEأن  في الحسبانفإذا أخذنا  IB+ =
��� ��� 0FJو � GJ+ =

��� ��� مع طرفاً  �و �، بدا طبيعيّاً أن نجمع �
)طرف، فنجد  ) ( )2IJ IE IB EF BG FJ GJ= + + + + +

��� ��� ��� ���� ���� ��� 2IJ. إذن ��� EF BG= +
��� ���� ومنه  ����

1 1

2 2
IJ EF BG= +
��� ���� EFالارتباط الخطي للأشعة . وهذا يثبت ����

BGو ����
IJو ����

���.  

  

  تكريساً للفهم 

  

  ؟ومستوٍ  ممستقي توازيكيف نثبت   
  
  اً هندسيّ  ����

يوازي  d، يمكننا إثبات أنP يوازي مستوياً  dلإثبات أن مستقيماً 
dمستقيماً    . Pمن ′

  اً شعاعيّ  ����

 Pأن في المستوي  ، يمكننا إثباتPيوازي مستوياً  dثبات أن مستقيماً لإ
ABتحققان  Bو Aنقطتين  u=

���� u، و�
  .dشعاع توجيه للمستقيم  �

  
  كيف نثبت توازي مستويين؟    
  اً هندسيّ  ����

لإثبات توازي مستويين، يمكن إثبات أن مستقيمين متقاطعين من أحدهما، 
  يوازيان مستقيمين متقاطعين من الآخر.

  اً شعاعيّ  ����

ABاعين غير مرتبطين خطيّاً يكفي إيجاد شعلإثبات توازي مستويين، 
���� 

ACو
Aمن الأوّل، وشعاعين غير مرتبطين خطيّاً  ���� B′ ′

�����
Aو  C′ ′

�����
من  

ABالثاني، تُحقّق أنّ الأشعة  
ACو ����

Aو ���� B′ ′
�����

مرتبطة خطيّاً، وكذلك أنّ  
ABالأشعة  

ACو ����
Aو ���� C′ ′

�����
  مرتبطة خطيّاً. 

d

d ′
P

d

A
P

B

u
�

d

d ′

P

P

′P

′Pd

d ′

C

A′

B ′ C ′

A
B
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   تَدربْ تَدربْ تَدربْ تَدربْ 

  

� A وB وC   ثلاث  نقاط متمايزة من الفراغ. أتكون الأشعّةAB
����

ACو 
����

BCو 
����

   مرتبطة خطيّاً؟ 

� A وB وC .ثلاث  نقاط متمايزة من الفراغ E  4نقطة تحقّقBE BC=
���� ����

نقطة تحقّق   F، و
1

2
AF AE=
���� ����

  في مستوٍ واحد؟ Fو Eو Cو Bو A. أتقعُ النقاط 

� ABCDEFGH .مكعبI منتصف[ ]EF وJ منتصف[ ]FG.  
)إلى المستوي  Jأَتنتمي النقطة  � )ABI؟  

ABأَتقعُ الأشعة  

����
AIو 

���
AJو 

����
  في مستوٍ واحد؟ 

  
� ABCD رباعي وجوه. وM  هي النقطة المحققة للعلاقة  

1

2
AM AD AB DC= + +
����� ���� ���� ����

  

AMعبرْ عن
�����

ABبدلالة  
����

BCو 
����

 واستنتج أن .M ي إلى المستويتنتم ( )ABC.  
  

�ABCDEFGH .فيه  مكعبM  1نقطة تُحقّق
3

EM EH=
���� ����

1نقطة تُحقّق   N، و
3

AN AB=
���� ����

 .  
�  1أثبت أن

3
MN EA DB= +
����� ���� ����

.  

EAأَتكون الأشعة  

����
MNو 

�����
HBو 

����
  مرتبطة خطيّاً ؟ 

  

ABCDEFGH مكعب .I وJ وK وL  منتصفات بالترتيبهي 

[ ]AB و[ ]BC و[ ]CG و[ ]AEولتكن . M  النقطة المحققة
3للعلاقة  2EM EI=

���� ���
 .  

  ؟AEBهي مركز ثقل المثلث  Mلماذا  �

LMأَتكون الأشعة  

����
CJو 

���
HKو 

����
  مرتبطة خطيّاً ؟ 

A B

CD

E
F

G

J

H

I

A B

C
D

E
F

G

J

H

I

K

ML
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   علم في الفراغالم        

1....3 . . . .َ#�<	َ+������ � =        
)تُسمّى مبدأ المَعلم، وجملة ثلاثة أشعة  Oهو إعطاء نقطةٍ ، اختيار معلمٍ في الفراغ , , )i j k

�� ليست  �
). نرمز إلى هذا المعلم بالرمز خطيّاً مرتبطة  ; , , )O i j k

�� ). ونسمّي عادة الجملة � , , )i j k
�� أشعة  أساس �

  .3لأنّ عدد أشعة أي أساس فيه يساوي  3الفراغ. ونقول إنّ بُعد الفراغ يساوي 

 
)المعالم  د تُعَ  ::::ملاحظة ; , , )O i j k

�� )و � ; , , )O i k j
�� )و  …و � ; , , )O j i k

��    لفراغ.في امعالم مختلفة  �

2....3 . . . .  >�$�5�
&?�        

    
              5مبرهنة وتعريف  

( ; , , )O i j k
�� )ثلاثيةٌ  توجدمن الفراغ،  Mنت النقطة معلمٌ في الفراغ. عندئذ أيّاً كا � ), ,x y z وحيدة 

OMة، تُحقّق : من الأعداد الحقيقيّ  xi yj zk= + +
���� �� )تسمّى  .� , , )x y z النقطة  إحداثيّاتM  في

) المعلم ; , , )O i j k
�� � .x  فاصلةهي M وy  ترتيبهي M وz  راقمأو  علوهي M  في هذا
  المعلم. 

  الإثبات

iلمّا كانت الأشعة  
jو �

kو �
ليست مرتبطة خطيّاً، استنتجنا أنّ المستقيم  �

هاً بالشعاع  Mالمار بالنقطة  موجk
)يتقاطع مع المستوي  � , , )O i j

� في  �
Mنقطةٍ  OMيحققان  yو xإذن يوجد عددان  .′ xi y j′ = +

����� � �.  
Mولمّا كان الشعاعان  M′

������
kو 

 zمرتبطين خطيّاً، يوجد عددٌ حقيقي  �
Mيحقّق  M zk′ =

������ OM. وتِبعاً لعلاقة شال � OM M M′ ′= +
����� ، ومنه ����������

OM xi y j zk= + +
���� �� OMوحدانية كتابة  نقبل. �

iبدلالة  ����
jو �

kو �
�.  

    
              3تعريف  

( ; , , )O i j k
�� u معلمٌ في الفراغ. نقرن بالشعاع �

OMالتي تحقق  M النقطة � u=
����  مركّبات . نعرف�

uالشعاع 
) هابأنّ  � ), ,x y z لنقطةات إحداثيا M ٍوعليه يُكتب أي شعاع  .u

بطريقة واحدة  �
uبالصيغة  OM xi y j zk= = + +

���� �� ��.   

uما هي الحال في المستوي، يمكن أن نكتب مركبات الشعاع وك
في عمود :  �

x
u y

z

 
 
 
 
 

�.  

O
i
�

j
�

k
�

M

M ′

z

x

y
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.3.3 �)�@ �����A�2	   >�$�5�
&?�  
 في معلمٍ معطى ، تمتد على الفراغ بإضافة إحداثية ثالثة.المستويجميع النتائج المتعلقة بالإحداثيات في 

( ; , , )O i j k
�� u، إذا أعطيت إحداثيات �

vو �
  وفق �

( ), ,u x y z
)و     � ), ,v x y z′ ′ ′

�  
  عندئذ: 

)، كانت kأياً كان العدد الحقيقي  ���� ), ,kx ky kz  مركّبات الشعاعku
� .  

uمركّبات الشعاع  ���� v+
)هي  �� ), ,x x y y z z′ ′ ′+ + +.  

)عطينا النقطتين إذا أُ  ���� ), ,A A AA x y z و( ), ,B B BB x y z كان لدينا:  
ABمركّبات الشعاع  �

����
)هي   ), ,B A B B B Ax x y y z z− − −.  

] المستقيمة منتصف القطعة Mإحداثيات النقطة  � ]AB هي , ,
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z + + +     
. 

  ملَ عْ الحساب في مَ   
) نتأملُ، في معلم ; , , )O i j k

�� ,1,2) ، النقاط� 3)A )و − 1, 3,3)B ,4)و − 1,2)C نقطةً  D. ولتكن −
مركز متوازي  I، ثم احسب إحداثيات Dمتوازي أضلاع. احسب إحداثيات  ABCDتجعل 

  الأضلاع هذا.

  
AB إذا وفقط إذا كان متوازي أضلاع  ABCD الرباعي يكون � DC=

���� AB. ولكن مركّبات ����
  هي ����

( ) ( ), , 2,1,6B A B B B Ax x y y z z− − − = −  
)وإذا افترضنا   , , )D x y zالشعاع ، كانت مركّبات DC

)هي  ���� )4 , 1 ,2x y z− − − وعليه تُكتب  .−
ABالمساوة   DC=

����   بالشكل  ����
4 2

1 1

2 6

x

y

z

   − −   
   − − =   
   −      

  

6xومنه  2yو   = = 4zو   − = )، أي − )6, 2, 4D − −.  
]، هو منتصف قطره Iمركز متوازي الأضلاع  � ]AC فإحداثيات النقطة .I  هي  

1 4 2 1 3 2
, , , ,

2 2 2 2 2 2
A C A C A Cx x y y z z   + + + + − − +   =       

  

5أو  1 1
, ,
2 2 2

I
  −   

 .  

  الحل

 مثال
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  كيف نثبتُ وقوع نقاط على استقامة واحدة؟  

مركز ثقل المثلث  Gكن متوازي سطوح. ولي ABCDIJKLليكن 
BIK.  النقاط تحليلياً، بعد اختيار معلم مناسب، أثبت أنD وG 

   تقع على استقامة واحدة. Jو

ات رؤوس المجسم المعطى بالنسبة إليه إحداثيّ نختار معلماً تكون  
  سهلة الحساب.

  
)نختار، على سبيل المثال، المعلم  ; , , )A AB AD AI

���� ���� ���

 J(1,0,1)و D(0,1,0)و B(1,0,0)، فيكون 
0GB، كان : BIKمركز ثقل المثلث  G. ولمّا كانت  K(1,1,1)و GI GK+ + =

���� ��� ���� ، ولكننا نبحث �
AG مركباتعن 

����
  علاقة شال لنستنتج مما سبق أنّ  فيد من، لذلك نست
0AB AGA I AKGA GA+ + + + + =

���� ���� ���� ��� ���� ���� �  
  أو

3 ( )GA AB AI AK= − + +
���� ���� ��� ����

  
1 إذن

( )
3

AG AB AI AK= + +
���� ���� ��� ����

  هي G. فإحداثيات 

 1 0 1 0 0 1 0 1 1 2 1 2
, , , ,

3 3 3 3 3 3

   + + + + + +   =        
  

DGوبالعودة إلى الأشعة، لمّا كان  AG AD= −
���� ���� ����

DJو  AJ AD= −
���� ���� ����

  ، استنتجنا أنّ 
2 2 2
, ,
3 3 3

DG
  −   

����
,1)و     1,1)DJ −

����

  

2إذن 

3
DG DJ=
���� ����

DG. والشعاعان 
����

DJو 
����

ستقامة تقع على ا Jو Gو Dمرتبطان خطيّاً، فالنقاط  

   واحدة.

  تكريساً للفهم 

  كيف نتعرف الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ تحليلياً ؟  
)، يكون الشعاعان في معلم معطى , , )u x y z

)و � , , )v x y z′ ′ ′
 دَ جِ وُ ، غير المعدومين، مرتبطين خطياً، إذا �

uق ر معدوم، يحق غي kعدد حقيقي  kv=
� x، أي � kx yو =′ ky′= وz kz . وهذا يُكافئ أنّ =′

x y z
k

x y z
= = =
′ ′ ′

xفي حالة   zو ′yو ′   . ℝ∗من  ′

  الحل

 مثال

i

A

B

C

D

I
J

K
L

G
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  تَدربْ 

,2)و A(3,5,2)نتأمّل النقاط    � 1,3)B ,0)و − 2,2)C )و − 2,5,1)D ،  F(8,13,3)و E(3,9,2)و −
)في معلمٍ  ; , , )O i j k
��   للفراغ. �

]إحداثيات منتصفات القطع المستقيمة  احسب � ]AB و[ ]CD و[ ]EF.  

ABالأشعة  كّباتمر  احسب 

����
CDو 

����
EFو 

����
.  

  متوازي أضلاع. ABCKبحيث يكون الرباعي  Kإحداثيات النقطة  عيّن �
  جد مرّكبات كل من الشعاعين : �

3 2u AB CD= +
���� ����

1و    �
2 3

2
v AB CD EF= − +

���� ���� �����  

)في معلمٍ  � ; , , )O i j k
�� إحداثياتِ أربعٍ من رؤوس متوازي طى نع للفراغ. �
  باً، وهيالمرسوم جان ABCDEFGHالسطوح  

(2,1, 1)A ,1,3)و − 1)B )و − 3,2,0)C ,3)و − 1,3)E −.  
  الأخرى. ةإحداثيات الرؤوس الأربعجد 

,3)لدينا، في معلمٍ للفراغ، النقاط   � 0, 1)A )و − 2, 3,2)B ,1,2)و − 2)C −.  
]منتصف  Iجد إحداثيات النقطة  � ]AB.  

  .Cبالنسبة إلى  Iنظيرة  Dجد إحداثيات النقطة  
3BMالتي تحقق العلاقة  Mجد إحداثيات النقطة  � AB AC= +

���� ���� ����
.   

2NAي تحقق العلاقة الت Nجد إحداثيات النقطة  � NC=
���� ����

.  

)لدينا النقطتان  � )2,3, 2A )و − )5, 1,0B  M، في كل حالة، إحداثيات النقطة إنْ أمكندْ، . جِ −
  المحققة للعلاقة المفروضة.

2

3 0

MA MB MA AB

MA MB AB BA MB

= =

− = + =

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� �

 �

� �
  

)و B(3,2,1)و A(2,3,0)لتقع النقاط  bو aأَيمكن تعيين � , ,2)M a b على استقامة واحدة ؟  

,2)ليكون الشعاعان  aأَيمكن تعيين  ,5)u a

,1)و � 2, )v a−
  مرتبطين خطّياً ؟ �

  تقع على استقامة واحدة. Cو Bو Aفي كل من الحالات الآتية، بيّن إذا كانت النقاط  �
(2,0, 3), (0,2, 4), (3, 1,2)

(0, 1,7), ( 2, 0,5), ( 4,1, 3)

(1, 1, 3), (1, 1, 4), (1, 1, 0)

C B A

C B A

C B A

− −

− − −

− − − −

�




�

  

  

A B

CD

E F

GH
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   المسافة في الفراغ     

1....4 . . . .BC�D�#� =+	#�        
OIمن الفراغ، ونكتب Kو Jو Iو Oنتأمل نقاطاً  i=

��� OJو � j=
��� OKو � k=

���� �.  

    
              3تعريف  

)نقول إن المعلمَ  ; , , )O i j k
��   معلمٌ متجانسٌ إذا تحقّق الشرطان:  �

)المستقيمات  ����  )OI و( )OJ و( )OK .متعامدة مثنى   
iكل من  نظيم ���� 

jو �
kو �

1iيساوي واحدة الطول، أي  � j k= = =
�� �.  

2....4 . . . .E��(C E@ �F��#� ،,�	
 =�GC        

    
              6هنة  مبر 

  : يأتييتحقق ما  في معلمٍ متجانس   
uيُعطى نظيمُ الشعاع  1

)الذي مركّباته  � , , )a b c بالعلاقة  
2 2 2u a b c= + +

�  
)وفي حالة نقطتين  2 , , )A A AA x y z و( , , )B B BB x y zيكون ،  

2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

        الإثبات

) يكنل 1 ; , , )O i j k
�� uق النقطة التي تحقّ  M المعلم المتجانس، ولتكن � OM=

����
، فيكون �

OM ai bj ck= + +
���� �� )النقطة من المستوي  Nلتكن ، � ; , )O i j

� ONالتي تحقق  � ai bj= +
���� � � 

NMو ck=
�����   . فيكون�

2 2 2ON a b= 2 و   + 2NM c=  
) ولكن المعلم متجانسٌ، فالمستقيمان )NM و( ; )O k

)عموديان على المستوي  � ; , )O i j
�  ONMوالمثلث  �

  ، إذنNقائمٌ في
2 2 2 2 2 2OM ON NM a b c= + = + +  

OMولكن  u=
2، إذن � 2 2u a b c= + +

�.  

ABلدينا  2 AB=
����

ABومركّبات  
����

)هي   ), ,B A B A B Ax x y y z z− −  1، إذن استناداً إلى −
   الخاصة المطلوبة. نجد

O
i
�

j
�

k
�

M

N

c

a

b

u
�
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)في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� �.  

3إذا كان  ���� 2u i j k= − +
� � � �

2، كان  2 23 ( 2) 1 14u = + − + =
�.  

,4)إذا كانت  ���� 1,3)A ,2,3)و − 2)B   ، كان−
2 2 2(2 4) (3 1) ( 2 3) 45 3 5AB = − + + + − − = =  

  الحساب في معلم  
)معلمٍ متجانس نتأمّل، في  ; , , )O i j k

��   .الآتية، النقاط �
( )2,3,2A و( )2, 1,2B − )و − )2,3, 2C − )و  − )1 2 1

, ,
3 3 3

D −  

,احسب المسافات  1 , , , ,CD BD BC AD AC AB.  
  .ABCDبين طبيعة وجوه رباعي الوجوه  2

  
  حساب الأطوال 1
� ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 1 3 2 2 32AB = − − + − − + − 4، أي = 2AB =.  
� ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 3 3 2 2 32AC = − − + − + − − 4، أي = 2AC =.  
� ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 1 2 1 25 49 49 123

2 3 2
3 3 3 9 9 9 9

AD = − + − + − − = + + 123، أي =

3
AD =.  

� ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 3 1 2 2 32BC = − + + + + − − 4، أي = 2BC =.  
� ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 1 2 1 49 25 49 123

2 1 2
3 3 3 9 9 9 9

BD = + + + + − − = + + 123، أي =

3
BD =.   

� ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 1 49 49 25 123
2 3 2

3 3 3 9 9 9 9
CD = + + − + − + = + + 123، أي =

3
CD =.   

  
2 � AB AC BC=   متساوي الأضلاع. ABC، فالمثلث =
� AD BD= وBD AB≠ فالمثلث ،ABD  رأسهمتساوي الساقين D  مثلثاً ليس هو و قائماً لأن

2 2 2DA DB AB+ ≠.  
  مثلّثٌ متساوي الساقين. BCDو ACDمن المثلثين  نجد، بالمثل، أن كلاًّ  �
 مثلثاتٌ طبوقة. BCDو ACDو ABDيضاف إلى ما سبق، أنّ المثلثات  �
 
 
 
 

  الحل

 مثال

 مثال
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  معادلة كرة مركزها المبدأ   
)نتأمّل، في معلمٍ متجانس  , , , )O i j k
�� )التي إحداثياتها  A، النقطة � )1,2, 4−.  

  .5ونصفُ قطرها يساوي  Oالتي مركزها  Sجد معادلةً للكرة  1
Sجد معادلةً للكرة  2   . Aوتمر بالنقطة  Oالتي مركزها  ′

ونصفُ قطرها  Oالتي مركزها  Sالتعريف الآتي : الكرة  عماللإيجاد معادلة كرةٍ، يمكن است  
R هي مجموعة النقاط ،M 2ق التي تحقّ  من الفراغ 2OM R=.  

  
مسافة  Oقاط الفراغ التي تبعد عن ، هي مجموعة ن5ونصفُ قطرها  Oالتي مركزها  Sالكرة  1

). فالقولُ إن النقطةَ 5تساوي  ), ,M x y z  تنتمي إلى الكرةS 5، يكافئ القولَ إنOM = ،
2أو 2 2 2 25OM x y z= + + = معادلةً للكرة . ويعني هذا أنS : هي  

2 2 2 25x y z+ + =  
Sنصف قطر الكرة  2 )، ولمّا كان OAيساوي  ′ )22 2 21 2 4 21OA = + + −  . استنتجنا أنّ =

2 2 2 21x y z+ + Sهي معادلة للكرة  = ′.  

 
  تَدربْ 

uنظيم  احسب �
vو �

wو �
  في كل من الحالات الآتية: �

� ( )2, 2,3u −
)و  � )4, 4, 2v − −

)و � )4,1, 2w −
�.  


 2 3u i j= −
� 5vو  �� i k= +

2و ��� 3w i j k= − +
�� ��.  

  قائم ؟ هل هو متساوي الساقين ؟ هل هو متساوي الأضلاع ؟  ABCل المثلث هفيما يأتي، بيّن  �
,1,3)في حالة  � 1)A ,3,6)و − 2)B   .C(0,4,0)و −

,1,3)في حالة   2)A ,2)و − 1,0)B ,6)و − 3, 1)C − −.  

,5,2)لدينا النقطتان  � 1)A تنتمي إلى المستوي  Eأو Dأو C. بين أي النقاط B(3,0,1)و −
]المحوري للقطعة  ]AB في حالة ،( 2,5, 2)C − ,1,1)و − 3)D   .E(3,2,1)و −

   ها المسافة نفسها.المستوي المحوري لقطعة مستقيمة هو مجموعة النقاط التي تبعد عن طرفي  
,1,1)نتأمّل النقاط  � 2)A و( 2, 2,0)B . أثبت أن المثلث Oبالنسبة إلى المبدأ  Aنظيرة  Cو −

ABC .مثلّثٌ قائم ومتساوي الساقين  
,2,3)نتأمّل النقاط  � 1)A ,2,8)و − 1)B ,7,3)و − 1)C )و  − 1, 3,3)D  B. أثبت أنE (5,3,3)و −

  .Aتقع على كرة واحدة مركزها  Eو Dو Cو

  الحل

 مثال
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  مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ     

إلى حالة الفراغ دون  ني الثانويصف الثايُعمم تعريف مركز الأبعاد المتناسبة الذي درسناه في ال
 عندئذإذ تجري الدراسة  السابقةعناء، وفي حالة نقطتين أو ثلاث نقاط، يؤول هذا المفهوم إلى الحالة 

  فة من أربع نقاط.على مستقيم أو في مستوي. سنهتم إذن بمركز جملة مؤلّ 

    
              4تعريف  

)للنقاط المثقّلة الأربع  Gإنّ مركز الأبعاد المتناسبة  , )A α و( , )B β و( , )C γ و( , )D δ حيث 
0α β γ δ+ + +   التي تحقّق العلاقة G، هو النقطة الوحيدة ≠

0GA GB GC GDα β γ δ+ + + =
���� ���� ���� ���� �  

براهين المبرهنات كما إنّ  .، مماثلٌ تماماً لحالة ثلاث نقاطGإن إثبات وجود ووحدانية النقطة 
  .في وحدة مركز الأبعاد المتناسبة العام الماضيمماثلة لتلك الموافقة للمبرهنات التي رأيناها  الآتية

    
              7مبرهنة  

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة الأربع Gليكن  , )A α و( , )B β و( , )C γ و( , )D δ حيث 
0α β γ δ+ + +    ، كان :M، عندئذ، أياً كانت النقطة ≠

( )MA MB MC MD MGα β γ δ α β γ δ+ + + = + + +
���� ���� ���� ���� ����

  

 
هي مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة، فإن قولنا هذا يفترض أنG  عندما نقول إن  ::::ملاحظة
  لا يساوي الصفر.أو الأمثال مجموع المعاملات 

    

��������)  8مبرهنة   ����
)            

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة الأربع Gليكن   , )A α و( , )B β و( , )C γ و( , )D δ حيث 
0α + β + γ + δ كز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط منها مثل مر  H، عندئذ، إذا كان ≠

( ),A α و( ),B β و( ),C γ كان ،G مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ( , )H α β γ+ + 
)و , )D δ.  

 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين H إذا كانت ::::ظةملاح , )A α و( , )B β ، وكانتK  مركز

) الأبعاد المتناسبة للنقطتين , )C γ و( , )D δ ،نتكا G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )H α β+ 
)و , )K γ δ+.  
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   مركز ثقل رباعي الوجوه  

ركز الأبعاد المتناسبة للنقاط م Gرباعي وجوه، وليكن  ABCDليكن 
( ),1A و( ),1B و( ),1C و( ),1D لتعيين موضع .G نستبدل، على ،

)سبيل المثال، بالنقاط  ),1A و( ),1B و( ),1C  مركزهاG مركز  وهو ′
الأبعاد  هو مركز G، 8. واعتماداً على المبرهنة ABC ثقل المثلث

)المتناسبة للنقطتين  ), 3G )و ′ ),1D إذن تُحقّق ،G العلاقة  
1

4
G G G D′ ′=
����� ����

  

]. وهي تقع على القطعة المستقيمة ABCD الوجوه مركز ثقل رباعي Gتُسمّى النقطة  ]G D′  التي
لرباعي الوجوه وتقع في نهاية الربع الأول من هذا المتوسط من طرف  Dالمرسوم من  المتوسط تسمى
G ′.    

   نرى بإثبات مماثل أنG م ن المتوسطات المرسومة من تقع في نهاية الربع الأول من كلA 
وهي تقسم كلّ . G نقطة واحدة هي فالمتوسطات الأربعة لرباعي الوجوه تتقاطع في أيضاً. Cو Bو

3متوسط بنسبة  :   من جهة الرأس. 4

  

  إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة  
ABCD  رباعي وجوه مركز ثقلهG. I  منتصف[ ]AD ،J 
]منتصف  ]BC أثبت أن .I وJ وG  .تقع على استقامة واحدة  

تقع على استقامة واحدة،  Gو Jو Iلكي نثبت أن النقاط  
 يمكننا أن نثبت مثلاً أنG هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين ( , )I α 

)و , )J β.  

  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ، فهو إذنABCDمركز ثقل  Gلمّا كان  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C 

)و ,1)D ّولكن .I  منتصف[ ]AD نقطتين للمتناسبة الأبعاد ال، هو مركز( ,1)A و( ,1)Dو .J  هو
)لنقطتين ل الأبعاد المتناسبةمركز  ,1)B و( ,1)C واستناداً إلى الخاصّة التجميعيّة، النقطة .G مركز يه 

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,2)I و( ,2)J فالنقاط .I وJ وG تقع تقع على استقامة واحدة، وتكون G 
]منتصف  في ]IJ.  

  الحل

 مثال

 مثال
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  فَكرْ     

القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفي كل حرفين متقابلين في رباعي  نستنتج من هذا التمرين أنّ 
  الوجوه، متناصفة ونقطة التقائها هي مركز ثقل رباعي الوجوه.

  توٍ واحدإثبات وقوع نقاط من الفراغ في مس  
ABCDEFGH  النقطة مكعب. أثبت أنK  المعرفة بالعلاقة  

2 3AK CB CA AG= + +
���� ��� ��������  

)تقع في المستوي  )BCGالنقطة  . ارسمK.  

)تنتمي إلى مستوٍ  Kلإثبات أن نقطةً   )BCG يكفي إثبات أن ،
K  هي مركز أبعاد متناسبة للنقاط( , )B α و( , )C β و( , )G γ  .  

  الحـل
����  لإثبات أنK  هي نقطة من المستوي( )BCG نبحث عن علاقة بين الأشعة ،KB

KCو ����
KGو ����

����.  
2باستخدام علاقة شال، تكتبُ العلاقة المفروضة  3 0AK CB CA AG− − − =

���� ��� ��������   كافئة :، بالصيغة المُ �

2 3 3 0CK KB AA GKA KCK KK− − − − − − =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

  
  أو

2 3 0KB KC KG− + =
���� ���� ���� �  

)ولما كان )1 2 3 0+ − + )هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  K ، استنتجنا أنّ ≠ ,1)B و( , 2)C − 
)و , 3)G وهذا يثبت انتماء .K  إلى المستوي( )BCG.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  H، نبدأ برسم K لرسم النقطة ���� , 3)G و( , 2)C ، إذ تُكتب العلاقة −

3 2 0HG HC− =
���� ���� �

2GHبالصيغة   GC= −
���� ����

]على امتداد  H، فنرسم  ]CG  على أن تقعG  بين
C وH  2وتُحقّقGH GC= .  

)، مركز النقطتين Kوأخيراً نرسم  ,1)B و( ,1)H أي منتصف القطعة ،[ ]BH.        

        

  تكريساً للفهم 

  متناسبة في الفراغ ؟ماذا يفيد مفهوم مركز الأبعاد ال 
  امة واحدة. قوقوع نقاط على استيفيد في إثبات  �
  وقوع نقاط في مستوٍ واحد. يفيد في إثبات  �
  تقاطع مستقيمات. يفيد في إثبات  �

        

 مثال

A B

CD

E

H

F

G
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   تَدربْ 

 عيّنفي الشكل المجاور،  المبينةالمعلومات من  فادةستلابا �
  : يأتيليتحقق ما  dو cو bو aالأعداد الأربعة 

� K مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ( , )A a و( , )D d.  

 I مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ( , )B b و( , )C c.  
� G المثقّلة الأبعاد المتناسبة للنقاط مركز   

( , )A a و( , )B b و( , )C c و( , )D d.  
)في حالة   ،ABCمركز ثقل المثلث   عين � )4, 1,2A − )و − )2,1,0B )و − )6,3, 5C − .  
  .Cو Bو A الفراغ فيثلاث نقاط   لدينا �

0MAق حقّ تُ  Mأثبت وجود نقطة وحيدة  � MB MC+ − =
���� ���� ���� �

.  

  على استقامة واحدة ؟ Cو Bو Aعندما تكون  Mما القول عن  
  على استقامة واحدة؟ Cو Bو Aعندما لا تقع  ACBMرباعي العن ما القول  �
 Lو Kو Jو Iلتكن  .1عدد حقيقي غير معدوم ولا يساوي kرباعي وجوه و ABCD ليكن �

AI النقاط المعرفة بالعلاقات : kAB=
��� ����

AJو  kAD=
���� CKو ���� kCD=

���� ����
CLو  kCB=

��� ����
.  

�  أثبت أنIJ kBD LK= =
��� ���� ����

  مستوٍ واحد.تقع في  Lو Kو Jو Iواستنتج أن النقاط الأربع  

  ؟IJKLما طبيعة الشكل الرباعي  
  

   أفكار يجب تَمثـلُها 
 يجري التعامل مع الأشعة في الفراغ  مثلما في المستوي. ����

  إذ تعريف المساواة نفسه. �
  وطريقة الجمع نفسها. �
  وطريقة الضرب بعدد نفسها. �
 ا.وطرائق الحساب نفسه �
)المستقيم  ���� )AB  هو مجموعة النقاطM  التي تحققAM tAB=

����� ����
. وهذا يتفق ℝمن  tحيث  

  مع حالة الهندسة المستوية.
����  النقاط  وكما في الهندسة المستوية، نقول إنA وB وC  تقع على استقامة واحدة عندما يكون

ABالشعاعان 
����

ACو 
����

  مرتبطين خطيّاً. 

A

B

C
D

K

I

G
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uوكما في الهندسة المستوية، يكون شعاعان  ����
vو �

، غيرُ معدومين، مرتبطين خطيّاً، عندما يوجد �
uبحيث يكون  kعددٌ حقيقي  kv=

�� .  

)المستوي  ���� )ABC  هو مجموعة النقاطM ق العلاقة ي تحقّ الت
AM xAB yAC= +
����� ����   . ℝمتحولان في  yو x حيث ����

يفيد مفهومُ الارتباط الخطّي لثلاثة أشعّة في الفراغ، في إثبات وقوع أربع نقاط في المستوي نفسه.  ����
ABيكافئ أن الأشعة  »في مستوٍ واحد Dو Cو Bو Aالنقاط  تقع «لأن القول 

����
ACو 

����
 

ADو
����

   مرتبطة خطّياً. 
uلإثبات أن ثلاثة أشعة  ����

vو �
wو، �

 bو aمرتبطة خطّياً، يكفي إثبات وجود عددين حقيقيين  �
wيُحقّقان العلاقة  au bv= +

� ��.  
i، وثلاثةَ أشعة Oإن نقطةً  ����

jو �
kو �

ماً للفراغ نرمز إليه بالرمز لَ عْ ليست مرتبطة خطيّاً، تؤلفُ مَ  �
( ; , , )O i j k

�� �.  
)، إذا كان في معلمٍ متجانس للفراغ ���� , , )u x y z

2، كان � 2 2 2u x y z= + +
� .  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
  .فكرْ في علاقة شال لإثبات مساواة شعاعية، ����

  » الارتباط الخطّي لثلاثة أشعّة «فكرْ بالاستفادة من أداة جديدة هي  ����

  لإثبات انتماء نقاط على مستوٍ واحد. �
  .ومستوٍ  ستقيمم يتواز لإثبات  �
  مستويين. توازيلإثبات  �
فكرْ في أن استعمالَ معلمٍ يمكن أن يكون عوناً في حل مسألة، فعلى سبيل المثال، في حالة مكعبٍ  ����

  .»طبيعي «أو رباعي وجوه، يوجد معلم مناسب 
منها مركزها  لإيجاد مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط من الفراغ، يمكن استبدال باثنتين أو بثلاثٍ  ����

 بعد أن نسند إليه معاملاً يساوي مجموع معاملاتها.

  .أخطاء يجب تجنّبها 

  للتعامل مع مسائل المسافات، لا تخترْ معلماً كيفياً، بل، اختر،حصراً، معلماً متجانساً. ����
كفي بالضرورة لتأكيد تقاطع أنْ يكون شعاعا توجيه مستقيمين في الفراغ غير مرتبطين خطياً، لا ي ����

   هذين المستقيمين، بل يجب إضافةً إلى ذلك، إثبات وقوعهما في مستوٍ واحد.

M
B

A
C

x

y
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����� 

  معادلة مخروطو  سطوانةأمعادلة  

  سطوانةأمعادلة    �

)النقطة التي إحداثياتها  Aلتكن  )0, )في معلم متجانس معطى في الفراغ  0,7 ; , , )O i j k
�� . نتأمل �

]الضلع دوران من  الأسطوانة المولّدة ]BC  المستطيل منOABC  حول المستقيم( )OA   حيث
3AB ]مسقطها القائم على القطعة المستقيمة  Hنقطة متحولة من الأسطوانة، و Mولتكن  .= ]OA.  
  

  
  
) نفترض أنّ  � , , )M x y z .النقطة  إحداثيات ماHإحداثيات  ؟ أثبت أنM  ُق العلاقتينحقّ ت:  

2 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤.  
)بالعكس، إذا كانت  2 , , )M x y z 2حداثياتها نقطةً من الفراغ تُحقق إ 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤ .

3MHثبت أن فأ = واستنتج أن ،M سطوانةتقع على الأ.  
2سطوانة هي معادلة هذه الأ : النتيجة 2 9x y+ 0و = 7z≤ ≤.  

3  (3,0,3)سطوانة قع  على الأت الآتيةقاط النّ  أيD و( 3, 6,4)E (1,3,1)وF؟  
.a )سطوانة التي محورها لألمعادلة  جد 4 , )O j

  .2ونصف قطرها  Oالدائرة التي مركزها وقاعدتها  �
.b a.أعد السؤال  �   .Q(0,8,0)سطوانة هو النقطة في حالة مركز قاعدة الأ 4
) جد معادلة الأسطوانة التي محورها 5 , )O i

)ومركز قاعدتها  � )3,0,0T  6ونصف قطرها.  
)مجموعة النقاط  صِفْ  6 , , )M x y z التي تحققٌ إحداثياتها العلاقات  

2 2 25x y+ 1و = 4z≤ ≤.  
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  معادلة مخروط   
,0)النقطة التي إحداثياتها  Aلتكن  )في معلم متجانس معطى في الفراغ  (0,5 ; , , )O i j k

�� لنتأمل  .�
]الضلع دوران من المخروط المولّد  ]OK المثلث  منOAK  حول( )OA  2معAK =  .  

  
]مسقطها القائم على القطعة  Hنقطة من المخروط، و Mلتكن  � ]OA.  

.a 4  2أثبت أن

5

MH

OH
= 2، ثم 24

25
MH OH=.  

.b )ولتكن  Mاكتب المساواة السابقة بدلالة إحداثيات  4 ), ,x y z.  ّه إذا كانت وأثبت أن( , , )M x y z 
2كان نقطةً من المخروط،  2 24 0

25
x y z+ − 0 و  = 5z≤ ≤.  

)بالعكس، لتكن  2 ), ,M x y z  نقطةً من الفراغ تُحقق إحداثياتها العلاقات  
 2 2 24 0

25
x y z+ − 0و  = 5z≤ ≤.  

0zأثبت أنه إذا كان  2، كان ≠

5

MH

OH
= واستنتج أن .M  تقع على المخروط. لا تنسَ حالة

0z =.  

2ي معادلة هذا المخروط ه:  النتيجة 2 24 0
25

x y z+ − 0مع  = 5z≤ ≤.  

راً إجابتك :عيّن  3 من بين النقاط الآتية، تلك التي  تقع على المخروط، مبر  
( )2,0,5Q و( )2,1,5R )و − )1,1,3S و( )2,2 3,10T  

)ومحوره  Oمعادلةً للمخروط الذي رأسه  اكتب 4 ),O i
)وقاعدته الدائرة التي مركزها  � )4, 0,0B 

  .3ونصف قطرها 

O
yi

�
j
�

k
�

K
A

x

z

H

M
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            ��	 
��
�����  
 ABCD  رباعي وجوه. فيهI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]CD وO  منتصف[ ]IJ.  
ABاملأ الفراغ :  � CD AD CD+ = + +

���� ���� ���� ����
⋯ واستنتجْ أن .  

AB CD AD CB+ = +
���� ���� ���� ����

  
AIمن  بسطْ كلاًّ  � IJ JC+ +

��� ��� ���
BIو  IJ JD+ +

��� ��� ���
 استنتج أن .  

2AC BD IJ+ =
���� ���� ���

  
2OAلماذا  3 OB OI+ =

���� ���� ���
2OCو  OD OJ+ =

���� ���� ���
 ؟ استنتجْ أن  

0OA OB OC OD+ + + =
���� ���� ���� ���� �  

]منتصف  K لتكن � ]ADو ،L منتصف [ ]BC ّ1. أثبت أن
2

IK BD=
��� ����

1و 
2

LJ BD=
��� ����

 .
 استنتج أنIKJL .متوازي أضلاع  

  ABCD عْ على شكلٍ ال نقاط الآتية:رباعي وجوه. وض  
� I طتين مركز الأبعاد المتناسبة للنق( ,1)A و( ,2)B.  
� J  للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة( ,2)C و( ,1)D.  
3 K  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,2)B و( ,2)C و( ,1)D.  
� L  للنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة( ,1)A و( , 2)B −.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( , 2)B )و − , 1)C −.  

 N  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( , 2)B )و − , 1)C )و − ,1)D.  

  .في المقولات الآتية، بيّن الصحيح من الخطأ معللاً إجابتك 
� ABC  ٌمهما كانت  .مثلّثD  من الفراغ كانت الأشعةDA

����
DBو 

����
DCو 

����
  مرتبطة خطياً. 

� ABCD  رباعي الوجوه. لتكنI  2النقطة المعرّفة بالعلاقةIA DA BC CA= + +
��� ���� ���� ���

عندئذ  .
  أحد حروف رباعي الوجوه.على  Iتقع 

AD نتأمّل الأشعة 3
����

ACو 
����

ABو 
����

. نفترض أنّ أي شعاعين منها ليسا مرتبطين خطياً، عندها 
ADتكون الأشعة 

����
ACو 

����
ABو 

����
  غير مرتبطة خطياً. 

,5,1)النقاط  � 3)A 2)و, 5, 2)B − ,3)و − 3, 3)C ,2)متساوية البعد عن  − 0,1)K.  
,4,0)النقاط  � 0)C 0)و, 2, 0)D تنتمي إلى المستوي المحوري  F(5,1,1)و E(1,2,6)و −

,4)فيها للقطعة المستقيمة التي طر  2,2)A ,2,2)و − 0)B.  

  2 

  3 

  1 

A B

C

D

I

J
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  

 ���	 ٍ���� � ���� ���	 
����  

) نتأمّل، في المعلم ; , , )O i j k
��   : الآتية، النقاط �
(2,0,1)A 1)و, 2,1)B ,5,5)و − 0)C و( 3, 5,6)D −   .E(3,1,2)و −

تنتمي إلى  Eن إذا كانت النقطة ، وتبيّ Pإلى مستوٍ واحد  Dو Cو Bو A انتماء النقاط أثبت
  .Pمستوي ال
   نحو الحلّ   ��

غيرُ مجدٍ هنا رسمُ شكل. إذ تكمن الفائدة الوحيدة من الرسم في العمل على إظهار نقاط تقع على   �
استقامة واحدة. ولكن قد تبدو النقاط في شكلٍ فراغي على استقامة واحدة دون أن تكون كذلك. في 

  .تحليلياً نقاط المفروضة إلى التعامل مع المسألة حين تدعونا معرفة إحداثيات ال
واقعةً في مستوٍ واحد. لهذا ، نتحرّى  Dو Cو Bو Aيتعلق الأمرُ بمعرفة إذا كانت النقاط 

ABالأشعة  بين ن خطياً منوجود شعاعين غير مرتبطي
����

ACو 
����

ADو 
����

.  
ABكل من  مركّباتاحسب  .1

����
ACو 

����
ADو 

����
.  

2.  استنتج أنAB
����

ACو 
����

  ،  على سبيل المثال، غير مرتبطين خطياً.
)إلى المستوي  Dيؤول إقرار انتماء نقطة  ،4اداً إلى المبرهنة ناست  � )ABC إلى وجود عددين ،

ADيحققان  bو aحقيقيين  aAB bAC= +
���� ���� ����

.  
ق أنك ستحصل على جملةٍ من ثلاث اكتب المساواة الشعاعية السابقة بلغة الإحداثيات، وتحقّ  .1

  هي: bو aمعادلات خطيّة بالمجهولين 
3 5

2 5 5

5

a b

a b

b

 − + = −− + = −
 − =

  

الجملة من المعادلات، اختر جملة من معادلتين من هذه المعادلات الثلاث لحل مثل هذه  .2
  اللذان وجدتهما حلولٌ للمعادلة الثالثة؟ أكمل. bو aوحلها. هل العددان 

  .Eتصرف بالمثل مع النقطة  .3
  تبه بلغةٍ سليمة.أنجزِ الحلّ واك

  

  4 
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   !"���� #$��% 
����  

)في معلمٍ  ; , , )O i j k
�� ,3)، لدينا النقطتان � 1,1)A ,3)و − 3, 1)B − )، والشعاعان − )1,0, 2u −

� 
)و )2,1, 3v −

� .d  هو المستقيم المار بالنقطةA  ه بالشعاع والموجu
d، و� هو المستقيم المار  ′

ه بالشعاع  Bبالنقطة  والموجv
dو dالمستقيمين  أن  أثبت.  � ′  عيّنمتقاطعان، ثم I  نقطة

  تقاطعهما.
   نحو الحلّ   ��

رضة. إذ قد يبدو مستقيمان في تليس مفيداً، هنا، رسمُ شكل بالنقاط والأشعة والمستقيمات المف  �
   دون أن يكونا كذلك، لأنهما غير واقعين في مستوٍ واحد. الفراغ متقاطعين،

هما غير متوازيين ويقعان في يتعلق الأمر بإثبات تقاطع مستقيمين من الفراغ، إذن يجب إثبات أنّ 
  .تحليلياً مستوٍ واحد. وتدعونا معرفة إحداثيات النقاط ومركّبات الأشعة إلى التعامل مع المسألة 

1.  أثبت أنu
vو �

  غير مرتبطين خطياً.  �
dو dما قولك بشأن المستقيمين  .2   ؟′

dو dيبقى إثبات وقوع المستقيمين   � قيم في مستوٍ واحد. المست ′
d  والنقطةB  ًيعينان مستوياP  طالماB  لا  تقع علىd .

 فلإثبات أنd وd ′  يقعان في مستوٍ واحد، يكفي إثبات أن
ABالأشعة 

����
uو 

vو �
  مرتبطة خطيّاً.   �

 bو aإلى إثبات وجود عددين حقيقيين  ؤولتحققْ، بذكر المبرهنة ذات الصلة، أن المسألة ت .1
ABقان يحقّ  au bv= +

���� ��.  
ة تحصل على جملةٍ من ثلاث معادلات خطيّ ساواة السابقة بلغة الإحداثيات، فاكتب الم .2

  بمجهولين.
فة منهما. أيكون اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليها، ثم حل الجملة المؤلّ  .3

  ن وجدتهما حلولاً للمعادلة الثالثة؟ أتممْ.االلذ bو aالعددان الحقيقيان 
)حساب إحداثيات ل  � , , )I x y z نقطة تقاطع المستقيمين ،d وd . نسعى، بالتعامل شعاعياً، إلى ′

dو dتقع على كل من  Iمن أن  وثّقلتا ′.  
AIيحققان  βو αق من وجود عددين حقيقيين تحقّ  .1 uα=

���
BIو � vβ=

��� �.  
  . Iومن ثم إحداثيات النقطة  βو αاكتب هاتين المساواتين بلغة الإحداثيات لتستنتج  .2

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
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]الحرف من I . النقطةABCDEFGHمّل المكعب لنتأ ]CD  ُحقّق ت
1المساواة 

4
DI DC=
��� ����

]من  J النقطة، و ]BC تحقّق المساواة 
3
4

BJ BC=
���� ����

)أن المستقيم أثبت  . )HI  يوازي المستوي( )EGJ .  
   نحو الحلّ   ��

)لا يُظهرُ الشكل مستقيماً من المستوي   � )EGJ  ًموازيا ( )HI إذ لو كان مستقيمٌ من المستوي .
( )EGJ  ًموازيا( )HI المستقيم لتأكّد لنا أن ،( )HI  يوازي المستوي( )EGJ لنفكرْ إذن بالتعامل .

)مع المسألة تحليلياً. نختار  ; , , )A AB AD AE
���� ���� ����

ل تعيين إحداثيات نقاط معلماً للفراغ، لأنّه من السه 
,في هذا المعلم إحداثيات النقاط عيّن الشكل في هذا المعلم.  , , ,G E J I H.  

)لإثبات أن المستقيم   � )HI  يوازي المستوي( )EGJ ،باستعمال الأشعة، يكفي، على سبيل المثال ،
HIعة إثبات أن الأش

���
EGو 

����
EJو 

���
  واقعة في مستوٍ واحد.   

  قان حقّ يُ  yو xأثبت أن هذا يقودنا إلى إثبات وجود عددين حقيقيين  .1
HI xEG yEJ= +
��� ���� ���

  
اكتب هذه المساواة الشعاعية بلغة الإحداثيات : ستحصل على جملةٍ من ثلاث معادلات  .2

  بمجهولين. 
فة منهما. هل اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليها، ثم حل الجملة المؤلّ  .3

  هما حلول للمعادلة الثالثة؟ اللذان وجدت yو xالعددان الحقيقيان 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  حل آخر
)فيما سبق، لم نسعَ إلى إظهار مستقيمٍ في المستوي  )EGJ  يوازي( )HI فلجأنا إلى التعامل مع ،

)مع المستوي  تقاطع المكعبالإحداثيات. ولكنّ دراسة  )EGJ .تظهرُ مستقيماً من هذا القبيل ،
)المستويان  )EFG و( )ABC  متوازيان، والمستوي( )EGJ  .يقطعهما بفصلين مشتركين متوازيين  

)ارسم الفصل المشترك للمستويين  .1 )EGJ و( )ABC ولتكن ،K  نقطة تقاطعه مع( )AB  .

1بيّن لماذا 

4
AK AB=
���� ����

 ؟ أثبت أنEK HI=  .  

)ماذا تستنتج بشأن المستقيمين  .2 )HI و( )EK وكذلك بشأن المستقيم ؟( )HI  والمستوي
( )EGJ ؟  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 
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  ٍ���+ ,-.� /#���  

ABCDEFGH  .مكعبM وN وP  ثلاث نقاط من الأحرف
[ ]AE و[ ]EF و[ ]FG يُطلب  ، كما في الشكل المجاور.بالترتيب

)يجاد مقطع المكعب بالمستوي إ )MNP.  

   نحو الحلّ   ��

)تقاطع المستوي  تعييننريد   � )MNP  ّه عندما يقطع مع وجوه المكعب. ولكن بمَ نبدأ؟ نعلمُ أن
)المستوي  )MNP  وجهين متقابلين من المكعب، وهما في مستويين متوازيين، يكون الفصلان

  .المشتركان الناتجان متوازيين
)أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع  .1 )MNP  ويوازي( )MN؟  
)أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع  .2 )MNP  ويوازي( )NP؟  
  تختار إذن لتتعامل معه؟  أي وجه .3

طع المستوي  لنبدأ، على سبيل المثال،  � )بالبحث عن تقا )MNP مع الوجه ( )DCGH لإيجاد .
الفصل المشترك لهذين المستويين، يكفي إيجاد نقطة مشتركة بينهما. لنبحث إذن عن نقطة من 

  هذا القبيل.
)لماذا نقطة تقاطع  .1 )PN و( )HG  ملائمة؟ ارمزْ إلى تلك النقطة بالرمزQ.  
)موازياً المستقيم  Qالمستقيم المار بالنقطة  .2 )MN يقطع ،( )CG  فيR  ويقطع( )DC  في

S. دْ الفصل المشترك للمستويحد ( )MNP  والوجه( )DCGH.  
ر بالنقطة  1.  � ذا يفيد المستقيم الما زياً  Sلِما )موا )PNفصل المشترك للمستوي، في تحديد ال 

( )MNP  والوجه( )ABCD ؟  لتكنT  نقطة تقاطعه مع[ ]AD.  
)ما الفصل المشترك للمستوي  .2 )MNP  من الوجهين مع كل( )BCGF و( )ADHE؟  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

  �0��� /1���  

ABCDE  هرمٌ رأسهE  .وقاعدته مربع[ ]BE  عمودي على المستوي
( )ABCD ،4 2EB 4ABو = = .M  نقطة من القطعة[ ]ED 

3DMتُحقّق  DE=
����� ����

على المستوي  Mالمسقط القائم للنقطة  P. لتكن 
( )ABCD وH  المسقط القائم للنقطةP  على المستقيم( )AB.  احسب

]طول القطعة المستقيمة  ]MH .  
  

  8  

  7  

P

A B

CD

E

H

F

G

M

N

P

AB

C D

E

M

H



 

40  

   نحو الحلّ   ��

ضاع التعامد والتساوي في الشكل إلى التعامل تحليلياً مع هذا التمرين. يحضرنا، تدعونا مختلف أو   �
)هنا، المعلم المتجانس  ; , , )B i j k
�� 4BA حيث � i=

���� 4BCو � j=
���� 4و � 2BE k=

���� �.  
  . Eو Dطتين جد، في هذا المعلم، إحداثيات كل من النق  .1
  .Mحدد إحداثيات النقطة  .2

�  P  هي المسقط القائم للنقطةM  على المستوي( )ABCD فتُستنتج إحداثيات ،P بسهولة، من ،
  .Pمن إحداثيات  H. وبالمثل، تُستنتج إحداثيات النقطة Mإحداثيات النقطة 

1.   د إحداثيات كلمن النقطتين  حدP وH .  
]طول  احسب .2 ]MH .  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

  

   ABCD رباعي وجوه، وa  .عددٌ حقيقيI وJ  ،بالترتيبهما ،
]منتصفا  ]AB و[ ]CDو .E وF  قان، العلاقتين: نقطتان تحق

AE aAD=
���� ����

BFو  aBC=
���� ����

]هي منتصف  H. وأخيراً  ]EF. 
  تقع على استقامة واحدة. Hو Jو Iأن أثبت 

  

   نحو الحلّ   ��

ونا الفرضيات التي تحدد نهدف إلى إثبات وقوع ثلاث نقاط من الفراغ على استقامة واحدة. تدع  �
ت. يكفي إذن، على سبيل المثال،  عمالنقاط الشكل إلى است مركز الأبعاد المتناسبة أداةً للإثبا

 إثبات أنH  هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتينI وJثقلين مناسبين. . وقد أسندنا إليهما  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eأن  يقّنت  .1 ,1 )A a− و( , )D a وأن ،F  هي مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1 )B a− و( , )C a.  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  H، أثبت أن الخاصّة التجميعيّة لاستفادة منبا .2 ,1 )A a− 

)و ,1 )B a− و( , )C a و( , )D a.  
3.  قاطالن استنتج أن I وJ وH .تقع على استقامة واحدة  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 
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      إلى الأمام قدُُماً 
 A وB وC ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة من الفراغ. وD وE  :نقطتان تحققان 

3 2AD AB=
���� ����

3AEو  CE=
���� ����

.  
  تقع في مستوٍ واحد. Eو Dو Cو Bو A أثبت أن النقاط �
]منتصف  Iلتكن  � ]CD وJ  منتصف[ ]BE وقوع. أثبت A وI وJ  .على استقامة واحدة  

 ABCD رباعي وجوه. وE وF وG نظائر  هيA  منتصفاتبالنسبة إلى [ ]BC  و[ ]CD 
]و ]DB بالترتيب .  
�  أثبت أنAC DF=

���� ����
ACو  BE=

���� ����
.  

]استنتج أن للقطعتين  � ]DE و[ ]FB .المنتصف نفسه  
)أثبت أن المستقيمات  3 )BF و( )DE و( )CG .متلاقية في نقطة واحدة  

 ABCD .و رباعي وجوهE  هي نظيرةA  بالنسبة إلىCو ،F وG  هما النقطتان اللتان
  ضلاع.الأمتوازيي  FDAGو EBCFتجعلان 

�  أثبت أنDG DA DE BC= + +
���� ���� ���� ����

.  
�  2استنتج أنDG DC BC= +

���� ���� ����
  تقع في مستوٍ واحد.  Gو Dو Cو Bأن النقاط  مّ ثُ ، 

)نتأمّل في معلم    ); , ,O i j k
�� ,1,2)و A(3,2,1)النقاط  � 0)B 3,1)و, 2)C −.  

  ليست على استقامة واحدة. Cو Bو Aأثبت أن النقاط  �
)تنتمي النقطةُ  mعند أية قيمة للوسيط  � ,1, 3)M m  إلى المستوي( )ABC ؟  
)و Cو Bو Aلتقع النقاط  yو xبين  العلاقة ما 3 , , 3)D x y في مستوٍ واحد؟  

 ���� �2�!3  

)مجموعة النقاط  Eلتكن  ), ,M x y z : 2 التي تحققُ إحداثياتها العلاقة 3 5 0x y z− + − =.  
,7,1)أثبت أن النقاط  � 0)A 5,0)و, 0)B (2,0,1)وC وعة تنتمي إلى المجمE.  
  .Pتحدد مستوياً  Cو Bو Aأثبت أن النقاط  �

.a BMأثبت أن مركّبات الشعاع  �
����

2)هي   3 , , )y z y z−.  
.b BMأن  استنتج � yBA zBC= +

���� ���� ����

  . ماذا يمكنك أن تستنتج من ذلك؟
�  ة نقطة أيبالعكس، أثبت أن( ), ,M x y z المستوي من P تحقق المعادلة:  

2 3 5 0x y z− + − =  
  ؟Eما هي المجموعة 

  14  

  13  

  12  

  10  

  11  
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)نتأمّل في معلم   ); , ,O i j k
�� ه بالشعاع  A(2,0,5) المارّ بالنقطة dالمستقيم  � والموج

(2,5, 1)u −
d، والمستقيم � ,2,2)المارّ بالنقطة  ′ 1)B هٌ بالشعاع  − (1,2,1)والموجv

dو d. هل � ′ 
  نقطة تقاطعهما. عيّنمتقاطعان؟ في حالة الإيجاب، 

  

,2)عن النقطتين  البُعدة متساوي Cعلى محور الفواصل نقطةً  جدْ   1, 3)A ,0,5)و − 1)B −.  

  

,3,1)عدداً حقيقياً، ولنتأمّل النقاط الثلاث  αليكن   3)A )و − 1,5, 3)B − )و − 1,1, )C α− أثبت .
  . أَيمكن أن يكون متساوي الأضلاع ؟αمتساوي الساقين، أيّاً كان  ABCأن المثلث 

  

,2,1)نتأمّل النقطتين   0)A و( 1, 4,2)B −.  
  .Bو Aأوجد نقطةً متساوية البعد عن  �
,1,1)الذي يجعل النقطة  λأوجد العدد الحقيقي  � )C λ  متساوية البعد عنA وB.  
3  أثبت أن»( , , )M x y z  نقطةٌ من المستوي المحوري للقطعة[ ]AB  «  ق الشرطإذا وفقط إذا تحق

»3 3 2 8 0x y z− − + =.«  

 4"���� 52 ���� �-/6  

,2,3)نتأمّل النقاط  0)A (2,3,6)وB 4)و, 1,2)M عن المستقيم  M. نهدف إلى حساب بُعد −
( )AB.  

)على المستقيم  لا تقع Mأن  أثبت � )AB.  
)من المستقيم  Kأثبت أن لكل نقطة  � )AB  2)إحداثيات من النمط, 3, )z .  
  .zبدلالة  2MKاحسب  3
)عن  Mأصغر ما يمكن؟ حددْ إذن بُعد  MKيكون  zعند أية قيمة للعدد  � )AB.  

 7�8 49�	 
�0��:�  

  m وn قان0عددان حقيقيان موجبان يُحقn m> نتأمّل  .<
)النقاط  3, 3,0)A 0,6)و, 0)B  0,6)و, )M m 0,0)و, )N n  في

) معلمٍ متجانس ); , ,O i j k
��  MAN ليكون المثلث nو mعيّن . �

AOBMN 5لمجسم ويساوي حجمُ ا Aقائماً في  3.  

  15  
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1معرفتين وفق  Fو E ونقطتين ،ABCD نتأمّل رباعي وجوه 
4

BE BC=
���� ����

2و 
3

AF AD=
���� ����

 .
 أثبت أنG مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ،( ,1)A و( , 3)B و( ,1)C و( ,2)D يقع على ،[ ]EF .
]على  Gنقطة ثمُّ عين ال ]EF.  

  

2IAمعرفتين وفق  Jو I. ونقطتين ABCD نتأمّل رباعي وجوه  IB=
��� ���

2JCو  JD=
��� ���

.  
  على الأخرى؟ Jو Iأَيمكن أن تنطبق إحدى النقطتين  �
  من الفراغ، كان : Mأثبت أنه، أياً كانت النقطة  �

2MA MB MI− = −
���� ���� ����

2MCو    MD MJ− = −
���� ���� ����

  
  التي تحقق: Mجد مجموعة نقاط الفراغ  3

3MB MC MD MA MB MC MD+ + = − − −
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

  

)لدينا في معلم متجانس   ); , ,O i j k
�� ,2) النقطتان � 1,2)A )و − 2,1, 2)B − . نقرن بكل نقطة −

( , , )M x y z 2، من الفراغ، المقدار 2( )f M MA MB= +.  
)احسب  � )f M  بدلالةx وy وz.  
)التي تحقّق  Mأثبت أن مجموعة النقاط  � ) 18f M   مؤلفة من نقطة واحدة. =
)التي تحقّق  Mأثبت أن مجموعة النقاط  3 ) 30f M   . أوجد  نصف قطرها. Oكرةٌ مركزها  =
)للعلاقة  المحققة M، مجموعة النقاط kأثبت أنه، وفق شرط على العدد الحقيقي  4 )f M k= 

  .Oهي كرة مركزها 

  رباعي وجوه. ABCDنتأمّل رباعي الوجوه  

� M  نقطةٌ من الحرف[ ]AC جد مقطع رباعي الوجوه بالمستوي المار بالنقطة .M  ًموازيا
)للمستوي  )BCD.  

� I  نقطةٌ من الحرف[ ]ADو ،J  نقطةٌ من المستقيم( )CD ،
)نقطةٌ من المستقيم  Kو )BC .مقطع رباعي الوجوه  عيّن

)بالمستوي  )IJK.  
3 L  ٌستوي من الم نقطة( )ABD أوجد مقطع رباعي الوجوه .

)بالمستوي  )KJL.  

  22  

  21  
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مّل مكعّباً   ط ABCDEFGH نتأ ت  Lو Kو Jو I، والنقا ]منتصفا ]AE و[ ]BG و[ ]EG 
]و ]AB والنقطة بالترتيب .M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,1)B و( ,1)G و( ,1)E.  

�  أثبت أنM  تنتمي إلىIJ 
  .ن موضعها على هذه القطعةوعي  

�  أثبت أنM  تنتمي إلىKL 
  .ن موضعها على هذه القطعةوعي  

3  استنتج أن I وJ وK وL  ن طبيعة الرباعيتقع في مستوٍ واحد وعيILJK.  
  

  25  
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  مي في الفراغل	 الجداء السُ 
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الجداء السلمي للأشعة مفهوم حديثٌ نسبياً، يعود إلى القرن الثامن عشر، ولقد 

ر1ضيات للحديث عن عمل قوّة تنتقل على مسار، ثمُّ دخل ظهر في الفيز1ء قبل ال

علم الهندسة ليعطي أداة هندسـية إضافيةّ Iراسة التعامد والإسقاط القائم، 

وسرعان ما تطوّر وأصبح أكثر تجريداً على يد ر1ضياتيين من نهاية القرن التاسع 

  عشر من مثل غراسمان وهيلبرت وغيرهما.

لمفهوم الهندسي البسـيط وتطبيقاته المباشرة، ولكن سـنقتصر في دراستنا على ا

قد يكون من المفيد أن تعلم أننّا في يومنا هذا ندرس فضاءات الأشـياء التي يمكن 

ي لكثيرات حدود، ا، جداء سلمّي لتوابع، وجداء سلمّتعريف جداء سلمي عليه

فاصٔبح من وإسقاطات قائمة، يفيد هذا المفهوم في تعريف المسافة بين هذه الأشـياء 

أهم المفاهيم الر1ضياتية على الإطلاق لِما { من تطبيقات عمليّة في شـتى ا}الات، 

  من تقريبٍ للتوابع، وحلٍّ عددي لمعادلات تفاضلية وغير ذ�.

هذا ومايزال البحث مسـتمراً عن تطبيقات جديدة لهذا المفهوم المهم، وربما 

  للبحث والإبداع. ينتظرك بعضها، فا}ال هنا ما يزال واسعاً 

  



  

47  

������ � �	
��
�� �����  

  انطلاقة نشطة 
لنتأمّل مكعباً  التعبير بصيغة تحليلية عن التعامد في الفراغ. هدف إلىن .الحساب في المكعّب

ABCDEFGH  نتأمّل المعلم ل. و 3طول ضلعه يساوي( ; , , )O i j k
��   المشار إليه في الشكل. �

  

  رؤوس المكعب.جميع اكتب إحداثيات  �
.a )علّل تعامد المستقيمين  � )AB و( )FG.  
.b ) يّنع � , , )x y z الشعاع  مركّباتAB

����
)و  , , )x y z′ ′ FGمركّبات الشعاع  ′

����
.  

.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a )المستقيمين  علّل تعامد � )AC و( )BF.  
.b )عيّن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعAC

����
)و  , , )x y z′ ′ BFمركّبات الشعاع  ′

����
.  

.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a )بالأبعاد الحقيقية. أيكون المستقيمان  DBFHارسم الرباعي  � )DF و( )HB متعامدين؟  
.b )عيّن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعDF

����
)و  , , )x y z′ ′ HBمركّبات الشعاع  ′

����
.  

.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+ +.  
.a   ؟ I. ما إحداثيات EFGHمركز الوجه  I ليكن �
.b )لتكن  � , , )x y z  مركّبات الشعاعDF

����
)المحسوبة سابقاً، احسب   , , )x y z′ ′ BIمركّبات الشعاع  ′

���
.  

.c xxاحسب المقدار  � yy zz′ ′ ′+   ، ماذا تقترح ؟+
.a a.على الشكل المرسوم في  I وضّع � �.  
.b )لإثبات تعامد  � )DF و( )BI تؤول المسألة إلى مسألة في المستوي. باختيار معلم متجانس في ،

)المستوي  )DBF أعط إحداثيات نقاط الشكل، واحسب الجداء السلمي ،BI DF⋅
��� ����

  ، ماذا تستنتج؟

A B

CD

E F

GH

i
� j

�k
�
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        الجداء السلمي في المستوي (تذكرة)    
1.1 . . . . �	�
�� ������ ������� ��������        
uفي المستوي، الجداء السلمي لشعاعين  �

vو �
  هو العدد الحقيقي �

( )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � �  

uإذا كان الشعاعان  �
vو �

  غير معدومين كان �
( )cos , cosu v u v u v u v θ⋅ = ⋅ = ⋅

� � � �� � � �  
uهو قياس للزاوية الهندسية للشعاعين  θحيث 

vو �
�.  

uإذا كانت مركّبات الشعاعين  �
vو �

)في معلم متجانس هي  � , )x y و( , )x y′   بالترتيب كان ′
u v xx yy′ ′⋅ = +
��  

Cإذا كان  � D′ ′
�����

CDهو المسقط القائم للشعاع  
����

)على المستقيم   )AB 
  كان

CD AB C D AB′ ′⋅ = ⋅
���� ���� ����� ����

  

.2.1 ���
��� �������   

    
  1  تعريفمبرهنة و 

uالقولُ إنّ الشعاعين 
vو �

0u: جداءهما السلمي معدومٌ  ، يعني أنّ متعامدان � v⋅ =
وهذا يُكافئ  .��

0xxفي معلم متجانس أنّ  yy′ ′+ )حيث  = , )x y و( , )x y′ uالشعاعين هي مركبات  ′
vو �

� 
  .بالترتيب

ومن جهة أخرى، لمّا كانت الزاوية الهندسية بين الشعاع وذاته تساوي الصفر استنتجنا أنّ 
2

u u u⋅ =
� � 2AB ي يكون لدينافي المستو  Bو A، وعليه، في حالة نقطتين � AB AB⋅ =

���� ����
.  

.3.1 ٍ �
� !" �#$% ���&   

    
  2مبرهنة  

)في معلمٍ متجانس، بُعد النقطة  , )A α β  عن المستقيمd  0الذي معادلتهax by c+ + = 

يساوي 
2 2

| |a b c

a b

α β+ +

+
.  

  

AB

C

D

D ′C ′
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  ثباتالإ
)الشعاع  , )n a b

0n، وبوجه خاص dشعاعٌ ناظم على المستقيم  � ≠
� � .

)لنرمز  , )A α β′ ′ افة ، المسdعلى  Aإلى المسقط القائم للنقطة  ′
′AA. ولكنّ الشعاعين ′AAالمطلوبة هي 

����
nو 

  مرتبطان خطياً إذن  �
2 2( ) n n A AA A a b AA ′ ′′ ⋅=∗ =⋅ ⋅+

� ���� �  

′AAالشعاع  يولكنّ مركبت
����

)هما   , )α α β β′ ′−   إذن −

0

( ) ( )

( ) ( )

n a b a b a b

a b c a b c a b c

AA α α β β α β α β

α β α β α β

′ ′ ′ ′= − + − = + − −

′ ′= + + − + + =

⋅ ′

− + +

�

����

��

��

��

�������
   

)إذْ استفدنا من وقوع النقطة  , )A α β′ ′ 0aلنستنتج أنّ  dعلى  ′ b cα β′ ′+ + ). وبالتعويض في = )∗ 
  المساواة المطلوبة.جد ن

  تكريساً للفهم 

  ؟ ال الجداء السلميكيف نُجري الحسابات باستعم  
uأياً كانت الأشعة  �

vو �
wو �

 كان bو aوالأعداد الحقيقيّة  �

( )

( () ) ( ) ( )

v w u v u w v v u

v w u w

u u

u au bv ab uv w v

⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅+ = ⋅

� � � � � �� � �

�

� �

� � � � ��� ���
� 	


 �
    

uفمثلاً  ميع خواص ضرب الأعداد،لا يحقّق الجداء السلمي ج � uv w⋅ = ⋅
� �� vتقتضي لا  � w=

� � .
uولكنّ المساواة  uv w⋅ = ⋅

� �� )تُكافئ  � ) 0u v w− =⋅
� ��

uأي إنّ الشعاعين  
�

vو  w−
�  متعامدان. �

⋅كيف نحسب   
� �
u v  عندما يكون�

uو�v  ً؟مرتبطين خطيا  
uإذا كان الشعاعان مرتبطين خطياً ولهما الجهة نفسها كان  � v u v=⋅

� �� . وإذا كانا متعاكسين �
uبالجهة كان  v u v=⋅ −

� �� u. وفي جميع الأحوال � v u v=⋅
� �� �. 

    
  تطبيقـات

2علاقة الكاشي:  � 22 2 cosa c bc Ab + −=  

مبرهنة المتوسط:  �
2

2 2 22
2

a
b c m+ = +. 

في متوازي الأضلاع: مجموع مربعات أطول الأضلاع يساوي مجموع  �
  مربعي طولي القطرين.

O
a

b n
�

A′

A d

A

B a C

bc

A

B C

bc

a

2
a

2
M

m
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  إثبات تعامد مستقيمين   

ABC  مثلّثٌ قائم فيAو ،M منتصف [ ]BCو ،H  موقع
المسقطين القائمين للنقطة  Lو Kليكن  .Aالارتفاع المرسوم من 

H  على[ ]AB و[AC]  .بالترتيب  
)أثبت تعامد المستقيمين  )AM و( )KL.  

  
)المستقيمين لإثبات تعامد سنستعمل الجداء السلمي.  )AM و( )KL ّ0، نبرهن أنKLAM ⋅ =

� �� ������
. لمّا 

]منتصف  Mكانت  ]BC  كان( )1

2
AM AB AC= +
����� ���� ����

ABلنحسب إذن   KL⋅
���� ����

ACو  KL⋅
���� ����

 .

)بالاستفادة من المسقط القائم على  )AB نجد :   KAB AL KA HB AB A⋅ = ⋅ = ⋅
���� ���� ������� ��� �� ����

  
)وبالاستفادة من المسقط القائم على  )AC نجد :  KAC AL AL AC AC H⋅ = ⋅ = ⋅

���� ���� ������� ��� �� ����
  

  إذن

( ) ( )

( )

1 1

2 2
1 1

0
2 2

KL KL KL HA AH

AB AH BC AH

AM AB AC AB AC

AC

⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅

= − ⋅ = ⋅ =

���� ���� ���� ��������� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ������ ����� �  

)لأنّه استناداً إلى الفرض  )AH  عمودي على( )BC المستقيمين . ومنه تعامد( )AM و( )KL.  

 
   تَدربْ 

)رة معلماً متجانساً نُعطى في هذه الفق ; , )O i j
� �. 

uاحسب  � v⋅
vو �� w⋅

� wو � u⋅
�   في الحالتين : �

	 2 3u i j= −
� 1و ��

2
5v i j= +

� 1و ��
3

2w i j= −
� ��.  

� (2, 1)u −
1و �

2
( , 3)v −
w(5,2)و �

�.  
  : dوالعمودي على المستقيم  Aأعطِ في الحالتين الآتيتين معادلة المستقيم المار بالنقطة  �

	 (5,3)A و: 2 5 5 0d x y+ − =.    � ( 1,2)A :و − 3 2 0d x y− + =.  
  من المستوي أنّ: Dو Cو Bو Aأثبت في حالة أربع نقاط  �

2 2 2 22AC DB AB BC CD DA⋅ = − + −
���� ����

  
  : dعن المستقيم  Aأعطِ في الحالتين الآتيتين بُعد النقطة  �

	 ( 2,4)A :و − 2 5 0d x y+ − =.    � ( 2,2)A :و − 2 3 1 0d x y− − =.  

  

  الحل

 مثال

A

B

C

M
K

L

H
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   سلمي في الفراغالجداء ال 
  نا اخترنا في الفراغ واحدة للطول.فيما يأتي نفترض أنّ 

.1.2  '(��)  
    

        2  تعريف

uفي الفراغ، الجداء السلمي لشعاعين 
vو �

  هو العدد الحقيقي �

( )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � �   

في مستوٍ، أي إذا ورة بالضر  يقعان أنّ شعاعين لاحظ 
uبحيث يكون  Cو Bو Aتأمّلنا ثلاث نقاط  AB=

����� 
vو AC=

 Bو Aيحوي النقاط  P، فيوجد على الأقل مستوٍ �����
هي نفسها في الفراغ، وهكذا  P، وتكون واحدة الطول في Cو

ABللشعاعين تعريف الجداء السلمي  يتفق
����

ACو 
����

لفراغ مع تعريف الجداء السلمي لهذين في ا 
. ينتج من ذلك أنّ العبارات الآتية للجداء السلمي، التي جرى إثبات صحتها Pالشعاعين في المستوي 

  في المستوي، تبقى صحيحة في الفراغ:

uقياساً للزاوية الهندسية للشعاعين  αإذا كان  ����
vو �

cosuكان  � v u v α⋅ = ⋅
� �� . وعلى �

2وجه الخصوص  2AB AB AB AB⋅ = =
���� ���� ����

. 

للنقطة  Pهي المسقط القائم في المستوي  Hوإذا كانت  ����
C  على المستقيم( )AB  كان 

u AB AC AB Av H⋅ = ⋅ = ⋅
���� ����� ���� �����  

2.2 . . . . �	�
�� ������ �*�*�+��� ,������  

    
  3مبرهنة  

uنفترض أنّ مركّبات الشعاعين 
vو �

)هي  معلم متجانس في � , , )x y z و ( , , )x y z′ ′ بالترتيب،  ′
v: عندئذ xx yy zzu ′ ′ ′⋅ = + +

��.  

A

C

B
u
�v

�

P

A

C

B
u
�

v
�

P

H
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  الإثبات
  ضمن شروط المبرهنة لدينا

2 2 2 2u x y z= + +
2   و   � 2 2 2v x y z′ ′ ′= + +

�   
  و

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

2 2 2

u v x x y y z z

x y z x y z xx yy zz

′ ′ ′+ = + + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + +

��

  

  إذن
u v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
��  

 بقة في إثبات صحة قواعد الحساب التي تُماثل نظيراتها في المستوي دون عناء.المبرهنة السا تفيد
  المبرهنة الآتية تلخّص هذه القواعد:

    
        4مبرهنة  

uأياً كانت الأشعة 
vو �

wو �
 كان bو aوالأعداد الحقيقيّة  �

( )

( () ) ( ) ( )

v w u v u w v v u

v w u w

u u

u au bv ab uv w v

⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅+ = ⋅

� � � � � �� � �

�

� �

� � � � ��� ���
� 	


 �
  

  الإثبات
  متروك تمريناً للقارئ.

  حساب جداء سلمّي دون مَعلَمٍ   

� ABCD ضلعه اوي الأضلاع طول رباعي وجوه منتظم. كل وجه فيه مثلّثٌ متسa احسب .
AB AC⋅
���� ����

ABو  AD⋅
���� ����

ABو  CD⋅
���� ����

.  
�ABCDEFGH ضلعهطول  مكعب a.  احسبAE AF⋅

���� ����
AEو  CH⋅

���� ����
AEو  AG⋅

���� ����
 

AFو HC⋅
���� ����

.  

  
�أوّلاً، لدينا  �

2
2cos cos

3 2

a
AB AC AB AC BAC a

π
⋅ = ⋅ = =

���� ����
. 

وبالمثل 
2

2

a
AB AD⋅ =
���� ����

CD . وأخيراً، لأنّ  AD AC= −
���� ���� ����

  استنتجنا أنّ  

2 2

( )

0
2 2

AB CD AB AD AC

a a
AB AD AB AC

⋅ = ⋅ −

= ⋅ − ⋅ = − =

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����  

  الحل

 مثال

A
B

C

D
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)على  Fهي المسقط القائم للنقطة  Eلأنّ  � � )AE   ّاستنتجنا أن  
2AE AF AE AE a⋅ = ⋅ =

���� ���� ���� ����
   

CHولأنّ  � BE=
���� ����

)على  Bهي المسقط القائم للنقطة  Aو  )AE  
2AEاستنتجنا أنّ  CH AE BE AE AE a⋅ = ⋅ = ⋅ =

���� ���� ���� ���� ���� ����
.  

)على المستوي  G هي المسقط القائم للنقطة Hولأنّ  � )ADHو ،E  هي المسقط القائم للنقطةH 
)على  )AE 2 وجدناAE AG AE AH AE AE a⋅ = ⋅ = ⋅ =

���� ���� ���� ���� ���� ����
.  

0AFوأخيراً  � HC AF EB⋅ = ⋅ =
���� ���� ���� ����

.  

  حساب جداء سلمّي في مَعلَمٍ   

)نُعطى في معلم متجانس  ); , ,O i j k
�� ,1)النقاط  � 0,0)A (0,1,0)وB (0,0,1)وC (0,2,0)وD 

]هي منتصف  M. النقطة E(1,1,1)و ]AB احسب .AB AC⋅
���� ����

AEو  AD⋅
���� ����

OEو  CM⋅
���� ����

.  

  
AB الشعاعين مركّبات �

����
ACو 

����
)هي   )و −(1,1,0 1AB إذن بالترتيب −(1,0,1 AC⋅ =

���� ����
.  

AD الشعاعين مركّبات �
����

AEو 
����

)هي   2AE إذن بالترتيب (0,1,1)و  −(1,2,0 AD⋅ =
���� ����

.  

)لما كان  � )1 1
2 2
, , 0M  ّالشعاعين مركّبات استنتجنا أن OE

����
CMو 

����
1و (1,1,1)هي   1

2 2
( , ,  بالترتيب −(1

0OE إذن CM⋅ =
���� ����

.  

 
   تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

uاحسب  � v⋅
vو �� w⋅

� wو � u⋅
�   في الحالتين : �

	 (1 2, 3,0)u +
1)و � 2,0, 1)v − −

,0)و � 3,1)w −
�.  

� 2 1 1
3 6 2
( , , )u −
1و � 2

2 3
( , 2, )v −
,1)و � 0,1)w

�.  
uإذا علمتَ أنّ نظيم  �

vونظيم  5يساوي  �
4uوأنّ  3يساوي  � v⋅ = −

  فاحسب المقادير الآتية: ��
( ) ( )

( ) ( 3 ) (2 ) ( 3 )

v u v u u v

u v u v u v u

⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ −

� � �� � �

� � �� � � �
� 	


 �
  

Sنتأمّل هرماً  � ABCD−  قاعدته مرّبع ورأسهS وأضلاع قاعدته . وطول كل حرف من حروفه
SA. احسب aيساوي  SB⋅

��� ���
SAو  SC⋅

��� ����
SAو  AC⋅

��� ����
.  

� ABCDEFGH طول ضلعه  مكعبa.  فيهI منتصف [ ]EF وJ 
] منتصف ]CG. احسب  

EI EA⋅
��� ����

EIو  FC⋅
��� ����

EIو  GJ⋅
��� ���

EIو  IA⋅
��� ���

JHو  JD⋅
���� ���

.  

  الحل

 مثال

A B

C
D

E

H

F

G

A B

CD

E
F

G

J

H

I
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   التعامد في الفراغ        

1....3 . . . .,������� ��-.�        

    
        3تعريف  

uفي الفراغ، يتعامد شعاعان  �
vو �

0uإذا وفقط إذا كان  � v⋅ =
�� .  

0uوهذا يعني أنّه في حالة  � AB= ≠
���� 0vو �� CD= ≠

���� uفإنّ تعامد الشعاعين  ��
vو �

يُكافئ  �
)تعامد المستقيمين  )AB و( )CD .  

)وأنّه إذا كان  � , , )u x y z
)و � , , )v x y z′ ′ ′

uفإنّ تعامد الشعاعين  معلم متجانسفي  �
vو �

يُكافئ  �
0xx yy zz′ ′ ′+ + =.  

2....3 . . . .ٍ �
� /�" 01�2�� 3��4��          

    
        4تعريف  

AB الصفرييفاً، القول إنّ الشعاع غير تعر 
����

شعاع ناظم  
)يعني أنّ المستقيم  Pعلى المستوي  )AB  عمودي على

P 0. أي يكونn ≠
إذا  Pوي شعاعاً ناظماً على المست ��

 .Pوفقط إذا كان منحاه عمودياً على 

3....3 . . . .ٍ �
�� 0*$�
� ����)          
nمستقيماً شعاع توجيهه  dليكن 

في  dالعمودي على  P. المستوي dنقطة من  A، ولتكن �
A مجموعة النقاط  هوM  التي تحقّق أنّ المستقيم( )AM  عمودي علىd  بالإضافة إلى)

التي  Mهو مجموعة النقاط  Pإذن  ذاتها). Aالنقطة 
AMتحقّق أنّ الشعاع 

�����
nعمودي على  

n. فالشعاع �
هو  �

  . Pإذن شعاع ناظم على 
  :وعليه

nويقبل  Aالمستوي المار بالنقطة 
التي تحقّق  Mشعاعاً ناظماً هو مجموعة النقاط  �

0AM n⋅ =
����� �.  

  

A

B

P

n
�

M P

A

d
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  ريساً للفهمتك 

ABلحساب   AC⋅
���� ����

ACيمكن استبدال المسقط القائم للشعاع  
����

)على مستو يحوي   )AB بالشعاع AC
����

.  
. عندئذ يوجد Pلا تنتمي إلى المستوي  C، والنقطة Pنقطتان من مستوٍ  Bو Aلنفترض أنّ 

Cفي نقطة  Pمستوي . يقطع هذا المستقيم الCويمر بالنقطة  Pمستقيم وحيد عمودي على  ، نسميها ′
  . ويكونPعلى المستوي Cالمسقط القائم للنقطة 

( )AB AC AB AC C C AB AC AB C C′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ + = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ���� ����

  
)ولكنّ المستقيمين  )AB و( )CC 0ABمتعامدان، إذن  ′ C C′⋅ =

���� ����
 

AB و AC AB AC ′⋅ = ⋅
���� ���� ���� �����

.  

ABمي لشعاعين الجداء السلّ  : لا تتغير قيمة الخلاصة
����

ACو 
����

عند استبدال المسقط القائم للشعاع  
AC
����

)على المستقيم   )AB  أو على مستو يحوي( )AB  بالشعاعAC
����

.  

  كيف نترجم شعاعياً تعامد مستقيم مع مستوٍ؟  
ه ذا كان إ الشعاع الموجu

عمودياً على زوج  dلمستقيم  �
( , )v w
� عمودياً  d، كان Pمن الأشعّة المستقلة خطياً في مستوٍ  �
  .Pعلى 

  كيف نعيّن الأوضاع النسبية لمستويين اعتماداً على الأشعة الناظمة؟  
1nليكن 
2n، وليكن Pشعاعاً ناظماً على مستوٍ  �

  .Qشعاعاً ناظماً على مستوٍ  �
1nإذا كان  �

2nو �
إذا كانا منطبقين) و  متوازيين (أو Qو P مرتبطين خطياً كان المستويان �
 ن.يمتقاطع كان المستويان غيرمرتبطين خطياً 

1nوإذا كان  �
2nو �

 متعامدين، والعكس صحيح أيضاً. Qو Pمتعامدين كان المستويان  �

  )خاصة الأعمدة الثلاثة( تعامد مستقيمين  
المسقط هي  B النقطةو  .P المستويمحتوى في  d المستقيم
المسقط القائم هي  Cو. Pعلى  Pخارج  Aلنقطة القائم 
)ن االمستقيم عندئذ. dعلى  Bللنقطة  )AC وd .متعامدان  

  لإثبات تعامد مستقيمين يمكننا إثبات تعامد شعاع موجّه لأحدهما مع شعاع موجّه للآخر. 

  
u ليكن

d ،BCشعاعاً موجهاً للمستقيم  �
����

ACهو المسقط القائم للشعاع  
����

، والمستقيم Pعى المستوي  
( )BC  عمودي علىd  0إنشاءً إذنAC u BC u⋅ = ⋅ =

���� � ����   . وهي النتيجة المرجوّة.�

  الحل

 مثال

A

P

B

C

C ′

w
� P

v
�

u
�

d

A

P B

C u
�

d
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  تَدربْ 

)ى في هذه الفقرة معلماً متجانساً نُعط ; , , )O i j k
�� �. 

uتي بيّن إذا كان الشعاعان بيّن فيما يأ  �
vو �

  .ليكونا كذلك αمتعامدين أوعيّن الوسيط  �
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 5 3 1
5 4 2 2

2 1
5 2

1 1
2 3

,2, 3 , , ,

2,1,1 , 2,1 2,1 2

,3, , 2, ,5

,2 , , 3, ,2

v u

v u

v u

v u

α

α α

− −

− + −

− −

� �

� �

� �

� �

	

�

�




.  

,2)نتأمّل النقطتين   � 5,1)A )المار بالنقطة  d. والمستقيم B(0,2,6)و − 2,3,1)C وشعاع توجيهه  −
4 3u i j k= − + −

�� )عمودي على المستقيم  d. أثبت أنّ �� )AB.  

uأطوال الأشعّة   �
vو �

uو  � v+
uيكون الشعاعان . أَ 10و 8و 6هي بالترتيب  ��

vو �
  متعامدين؟ �

uنتأمّل شعاعين   �
vو �

u، ونفترض أنّ � v+
uو �� v−

uن. أثبت أنّ للشعاعين امتعامد ��
vو �

� 
  الطول نفسه.
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   المعادلة الديكارتية لمستوٍ     

1....4 . . . .ٍ �
� �*)��5(��� ��6����        

    
        5  مبرهنة

  في معلم متجانس.

0axمعادلة ديكارتية من الشكل  Pلكلّ مستوٍ  � by cz d+ + +  bو aحيث الأعداد  =
)ليست جميعها معدومة. وعندها يكون  cو , , )n a b c

  .Pناظماً على  شعاعاً  �

جميعها معدومة، فإنّ  cو bو a، ولم تكن dو cو bو aوبالعكس، إذا أعطيت الأعداد �
)مجموعة النقاط  , , )M x y z  0التي تحقّقax by cz d+ + + )هي مستوٍ يقبل  = , , )n a b c

� 
  .شعاعاً ناظماً 

   الإثبات

)مستوياً وليكن  Pليكن  � , , )n a b c
 cو bو aشعاعاً ناظماً عليه، في هذه الحالة لا تكون الأعداد  �

0لنختر معدومة معاً.  0 0( , , )A x y z  نقطة منP عندئذ يكون .P  هو مجموعة النقاط( , , )M x y z  التي
0AMتحقّق  n⋅ =

�����   . وهذا يُكافئ �

0 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =   
  أو

0ax by cz d+ + + =  
0وقد عرّفنا  0 0d ax by cz= − − −.  

)مجموعة النقاط  Eوبالعكس، لتكن  � , , )M x y z  0التي تحققax by cz d+ + + ، حيث =
تُحقّق  0zو 0yو 0xليست معدومة معاً. عندها من الممكن دوماً اختيار أعداد  cو bو aالأعداد 

0 0 0d ax by cz= − − 0aمثلاً في حالة ( − 0تار يمكننا أن نخ ≠ /x d a= 0و − 0( 0y z= = .
0وهكذا تكون  0 0( , , )A x y z  نقطة منE ّوالقول إن .( , , )M x y z  نقطة ما منE :يُكافئ  

0 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =  

)نّ الشعاع أي إ , , )n a b c
AMعمودي على الشعاع  �

�����
المار  Pتنتمي إلى المستوي  M والنقطة. 

)ويقبل  Aبالنقطة  , , )n a b c
  وهذا يثبت المطلوب. .ناظماً شعاعاً  �
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2....4 . . . . �
� !" �#$% ����&        

    
        6مبرهنة  

0ax. لتكنفي معلمٍ متجانس by cz d+ + + . عندئذ يُعطى بُعد النقطة Pمعادلة المستوي  =

( , , )A α β γ  المستوي عنP  بالعلاقة
2 2 2

| |
dist( , )

a b c d
A

a b c

α β γ+ + +
=

+ +
P.  

        الإثبات

)الشعاع  , , )n a b c
0n، وبوجه خاص Pشعاعٌ ناظم على المستوي  � ≠

� ). لنرمز � , , )A α β γ′ ′ ′ إلى  ′
)dist، المسافة المطلوبة هي Pعلى  Aالمسقط القائم للنقطة  , )A AA′=P ولكنّ الشعاعين .AA′

����
 

nو
  مرتبطان خطياً إذن  �

2 2 2( ) n n AA a b c AAAA′⋅ ⋅ ′ ′= = + +∗ ⋅
����� �  

′AAولكنّ مركبات الشعاع 
����

)هي   , , )α α β β γ γ′ ′ ′− −   إذن −

0

( ) ( ) ( )

( )

( )

n a b c

a b c a b c

a b c d a b c d

a b c d

AA α α β β γ γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ

′ ′ ′= − + − + −

′ ′ ′= + + − − −

′ ′ ′= + + + − + + +

= − + + +

⋅ ′

���������������

� �

�

�

��

�

�

�

   

)إذْ استفدنا من وقوع النقطة  , , )A α β γ′ ′ ′ 0aلنستنتج أنّ  Pفي  ′ b c dα β γ′ ′ ′+ + + = .
)وبالتعويض في    نجد ∗(

2 2 2

| |
dist( , )

a b c d
A

a b c

α β γ+ + +
=

+ +
P  

  إيجاد المعادلة الديكارتية لمستوٍ   
)نتأمّل، في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� )ة طق، الن� )2,1, 3A n(1,1,2)و الشعاع  −

. أعط معادلة �
nويقبل  Aالمار بالنقطة  Pللمستوي 

  .شعاعاً ناظماً  �

  
)تنتمي النقطة  , , )M x y z  إلى المستوي المطلوبP  0إذا وفقط إذا تحقق الشرطMA n⋅ =

���� وهذا  .�
  يُكافئ

1 ( 2) 1 ( 1) 2 ( 3) 0x y z× − + × − + × + = 

2 أو 3 0x y z+ + +  . وهي المعادلة المطلوبة.=

 

  الحل

 مثال

P

n
�

A

A′
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  أو توازيهما تقاطع مستويين  
ين أو متقاطع ويُطلب معرفة إذا كانا متوازيين Qو Pفي الحالات الآتية نعطي المستويين 

  أومتعامدين.
: 2 1 0, : 4 7 0

: 2 4 6 0, : 2 3 1 0

: 2 1 0, : 2 4 5 0

x y z x y

x y z x y z

x y z x y z

+ − + = − + =

− + = − + − =

+ − + = + + − =

Q P

Q P

Q P

�

�

1

  

  
,1)1نلاحظ أنّ  1 4,0)n −

,1,2)2 ، وPشعاع ناظم على  � 1)n −
1nشعاعان . الQشعاع ناظم على  �

� 
2nو
1يحقق  kليسا مرتبطين خطياً لأنّ مركّباتهما ليست متناسبة، أي لا يوجد عدد حقيقي  � 2n kn=

� � .
متقاطعان. ومن الطبيعي أن نتساءل إذا كانا متعامدين. فنحسب  Qو Pإذن المستويان 
1 2 7 0n n⋅ = − ≠
� 1nلنرى أنّ  �

2nو �
  ن.غير متعامدي Qو Pليسا متعامدين. فالمستويان  �

ولا  Qينتمي إلى  O(0,0,0)متوازيين وغير منطبقين لأنّ المبدأ  Qو Pهنا نجد أنّ المستويين  2
  .Pينتمي إلى 

  متعامدان فالمستويان المذكوران متعامدان. Qو Pفي هذه الحالة نجد أنّ الشعاعين الناظمين على  �

 
  تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

nويقبل الشعاع  Aاكتب معادلة للمستوي المار بالنقطة  في كل من الحالات الآتية �
  :شعاعاً ناظماً  �

2 1
3 2

(2, 3, 1), ( 2, 2,5) (1, 1,0), (1,0,5)

( 3,2,0), (0, 3, 0) ( , 4, 1), ( , 3, 1)

n A n A

n A n A

− − − −

− − −

� �

� �
� 	


 �
  

   :Pموازياً المستوي  Aالمار بالنقطة  Qاكتب معادلة للمستوي  في كل من الحالات الآتية �
: 2, (0,0, 0) : 2 3 4, (1,0,1)

: 5 3 4 8, ( 1,2, 3) : 5, (0,3, 0)

z A x y z A

x y z A x y A

= − + =

− + = − − + =

P P

P P

� 	


 �
  

  المستويات الآتية: ادرس تعامد كل زوج من �
: 7 3 1 0x y z+ − − =P و: 6 11 9 5 0x y z− − − =Q و: 2 3 5 4 0x y z− + + =R  

  .متقاطعين Qو Pفي كل من الحالات الآتية بيّن إذا كان المستويان  �
: 0, : 3 0

: 2 5 0, : 4 2 5 0

x y z Q x y z

x y Q x y z

− + = − + − =

+ + = + + + =

P

P

	

�
  

,5)احسب بُعد النقطة  � 3,4)A :عن المستوي  − 2 3 5 0x y z− + − =P.  وكذلك احسب بعد
:عن المستوي B(2,2,5)النقطة  0y z− =Q   

  الحل

 مثال
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

uيجري التعبير عن الجداء السلمي لشعاعين  .ار واحدة للأطوال في الفضاءيبعد اخت ����
vو �

كما  �
 في حالة المستوي أي.


 ( )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � �.  


 cosu v u v α⋅ =
� �� uهي قياس للزاوية الهندسية للشعاعين  αحيث  �

vو �
�.  

)على المستقيم  Cالمسقط القائم للنقطة  Hإذا كانت  ���� )AB يحوي  أو على مستو( )AB  كان
AB AC AB AH⋅ = ⋅
���� ���� ���� ����

.  
)تحليلياً إذا كان  ���� , , )u x y z

)و � , , )v x y z′ ′ ′
uفي معلم متجانس كان  � v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +

��.  
كما في حالة المستوي، يفيد الجداء السلمي في الفراغ في مسائل التعامد وحساب المسافة وتمام  ����

  جيب زاوية.

مفهوم الشعاع الناظم على مستو مفيد وأساسي، فهو يتيح التفسير الشعاعي لتعامد وتوازي  ����
  المستقيمات والمستويات. وهو لا يكون معدوماً أبداً.

nويقبل  Aالمستوي المار بالنقطة  ����
التي تحقّق الشرط  Mشعاعاً ناظماً هو مجموعة نقاط الفراغ  �

0AM n⋅ =
�����   تية لمستو.ر المُميّزة هي التي تفيد في كتابة المعادلة الديكاوهذا الخاصة . �

)تذكّر أنّ بُعد النقطة  ���� , , )A α β γ  0عن مستو معادلتهax by cz d+ + +  يعطى بالعلاقة =

2 2 2

| |a b c d

a b c

α β γ+ + +

+ +
  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
0axإذا كانت  ���� by cz d+ + + ) معادلة مستو فتذكّر أنّ  = , , )n a b c

وأنّ كل  .شعاع ناظم عليه �
)نقطة  , , )M x y z .تحقق مركباتها معادلة المستوي تقع عليه  

  .التفسير الشعاعي للتعامد والتوازي ����
يه إحداثيات النقاط تكون ف اً عندئذ نختار معلم .لا تنس أنّ استعمال معلم متجانس مفيد في الإثبات ����

  المفتاحية بسيطة.

  .أخطاء يجب تجنّبها 

 ، لا تخترْ معلماً كيفياً، بل، اختر،حصراً، معلماً متجانساً.أو التعامد للتعامل مع مسائل المسافات ����
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����� 

  خواص رباعي الوجوه المنتظم 

هو مجسّم له أربعة وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع. نسمّي حرفين متقابلين منتظم رباعي الوجوه ال
  كل حرفين لا يشتركان برأس.

  خواص عامة 	

ABرباعي وجوه منتظم ولنضع  ABCDلتكن  a=.  
ين متقابلين متعامدان، وأنّ المستقيم حرف كل نهدف إلى إثبات أنّ  �

  .كل منهما ىالواصل بين منتصفي حرفين متقابلين عمودي عل
.a�  احسبAB AC⋅

���� ����
ABو  BC⋅

���� ����
ABو  AD⋅

���� ����
.  

.b� ين أثبت تعامد المستقيم( )AB و( )CD.  

.c�  ماذا تستنتج بشأن المستقيمين( )AC و( )BD  والمستقيمين( )AD و( )BC؟  
.d�  ليكنI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]CD ّ1. تيقّن أن 1

2 2
IJ AB BC CD= + +
��� ���� ���� ����

، واستنتج 
)أنّ المستقيم  )IJ قيمين عمودي على كل من المست( )AB و( )CD.  

عمودياً على  Aهو المستقيم المار بالنقطة  A، الارتفاع النازل من ABCDفي رباعي الوجوه  �
)ي المستو  )BCD.  

.a�  ليكنG  مركز ثقل المثلثBCD احسب .AG CD⋅
���� ����

AGو  BD⋅
���� ����

)، واستنتج أنّ  )AG  هو
  .Aزل من الارتفاع النا

.b�  عيّن بقيّة الارتفاعات في رباعي الوجوهABCD.  
الأبعاد المتناسبة لرؤوس رباعي  مركز Oالنقطة  ABCDنسمي مركز رباعي الوجوه المنتظم  �

0OAسندنا إليها الأمثال ذاتها: أالوجوه وقد  OB OC OD+ + + =
���� ���� ���� ���� �.  

.a� أثبت أنّ النقاطA وO وG  تقع على استقامة واحدة واحسبAG وAO.  
.b�  ّأثبت أنO  هو منتصف القطعة المستقيمة[ ]IJ.  
.c�  احسب الأطوالOB وOI.  
.d�  أثبت أنّ النقطةO .متساوية البعد عن جميع رؤوس رباعي الوجوه  
�هدف إلى حساب الزاوية الهندسية ن �

AOB.  

.a�  احسبOA OB⋅
���� ����

)أحدهما بكتابة  بأسلوبين  ) ( )OA OB OI IA OI IB⋅ = + ⋅ +
���� ���� ��� ��� ��� ���

.  
.b�  استنتج قيمة تقريبية للزاوية�

AOB  ّبالدرجات. وبين أن� � � �
AOB BOC COD DOA= = =.  

 1 نشاط 

A

J

B

D

C

G

I
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  تطبيق في الكيمياء �

منتظم.  على رؤوس رباعي وجوه H نجد أدناه تمثيلاً لجزيئة الميثان. تقع نوى ذرات الهيدروجين الأربع
داخل رباعي الوجوه على المسافة نفسها من كلّ واحدة من رؤوس رباعي الوجوه  Cتقع نواة ذرّة الكربون 

تمثيل جزيئة الميثان، نستعمل المخطّط المبين أدناه، حيث مثّلنا الروابط بخطوط  سيطتبل أي في مركزه.
الصيغة الستيريوكيميائية  هذا المخطّط هو متّصلة وحروف رباعي الوجوه بخطوط متقطّعة لنتذكّرها.

Cللميثان. أتاحت قياسات تحديد طول الروابط  H−  101.09بمقدار 10 m−×.  

  
Cأعطِ تقريباً لقياس الزاوية بين رابطتين من النوع  � H−.  
   عيّن طول حرف رباعي الوجوه أي المسافة بين ذرتي هيدروجين. �

  استعمال معلم 

   رباعي الوجوه ثلاثي الزوايا القائمة 	

، أي إنّ Oثلاثي الزوايا القائمة رأسه  OABCنتأمّل رباعي الوجوه 
)المستقيمات  )OA و( )OB و( )OC  متعامدة مثنى مثنى. لنفترض إضافة

1OCإلى ذلك أنّ  2OBو = 3OAو = إلى  H. نرمز بالرمز =
)على المستوي  Oالمسقط القائم للنقطة  )ABC.  

. لنختر ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  Hنريد إثبات أنّ  �
)إذن معلماً متجانساً  ); , ,O i j k

�� 1بوضع  �
3

i OA=
1و �����

2
j OB=

kو ����� OC=
�����.  

.a�  احسب إحداثياتH.  
.b�  احسبOC AB⋅

���� ����
OHو  AB⋅

���� ����
) المستقيم واستنتج أنّ   )AB  دي على المستوي عمو( )OCH.  

.c�  احسبAB CH⋅
���� ����

ACو  BH⋅
���� ����

  .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  Hواستنتج أنّ  
.a�  أثبت أنّ المسقط القائم لكل من النقطتينC وO  على المستقيم( )AB  هو النقطةK  ،ذاتها

  .Kواحسب إحداثيات 
.b� الزاوية  ساأعط تقريباً لقي�

OKC.  

 2 نشاط 

H C

H

H

H

A

K

B
O

i
�

C

j
�

k
�

H
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   بعض خواص المكعب �

ABCDAليكن  B C D′ ′ ′ هي المسقط  H. النقطة aمكعّباً طول حرفه  ′
)على المستقيم  Bالقائم للرأس  )AC هي  H. نريد إثبات أنّ النقطة ′

 من  أيضاً المسقط القائم لكلA′ وD  على المستقيم( )AC ′.  
)سنستعمل المعلم المتجانس  ); , ,D i j k′

��   حيث �
D D ai′ =
����� Dو � C aj′ ′ =

����� Dو � A ak′ ′ =
����� �  

  اكتب في هذا المعلم إحداثيات رؤوس المكعب. �
)لحساب  � , , )x y z  إحداثيات النقطةH:  
.a�  0اكتب بدءاً من المساواةBH AC ′⋅ =

���� �����
  .aو zو yو x، علاقة بين 

.b� لاقة بين بين اكتب عx وy وz وa وλ  حيثλ  معرّفة بالعلاقةAH ACλ ′=
���� �����

. واستنتج 
  .Hثمُّ احداثيات  λقيمة 

)على  ′Aلإثبات أنّ المسقط القائم للنقطة  � )AC )ذاتها، يكفي أن نثبت أنّ  Hهي النقطة  ′ )A H′ 
)عمودي على  )AC A. أثبت تعامد الشعاعين ′ H′

�����
ACو  ′

�����
.  

)على  Dأثبت أنّ المسقط القائم للنقطة  � )AC   ذاتها. Hنقطة هي ال ′
Dالمسقط القائم للنقطة  Kلتكن  � )على  ′ )AC ′.  
.a�  ماذا تقول عن الطولC K′ ؟  
.b�  حدّد موقعK  على المستقيم( )AC ′.  
.c�  ما هي النقاط الأخرى من المكعب التي مسقطها القائم على( )AC   ذاتها. Kهي النقطة  ′

  

A

K

H

D

B

C

A ′

D ′

B ′

C ′
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            ��	
�� 
	����  
 نُعطى معلماً متجانساً في المستوي.  

  بيّن أزواج الأشعة المتعامدة من بين الأشعة الآتية: �

(2,5)u
)و  � 2, 5)v − −

)و  � )1 1
2 5
,w −

)و  � )1 1
2 5
,t −

)و  � )4
5

2,s −
�.  

]في الحالتين الآتيتين اكتب معادلة لمحور القطعة المستقيمة  � ]AB:  

1
3

( 1,2), (4,1)

( 2, ), ( 5,3)

B A

B A

−

− −

	

�
  

)نتأمّل النقاط  3 5,2)A ,1)و − 1)B )و − 3,3)C )و − )9
4
, 1E − متساوية  E. أتكون النقطة −

  ؟ABCالبُعد عن المستقيمات التي تؤلّفها أضلاع المثلث 

  ABCD  .مرّبعI  منتصف[ ]AB وJ  منتصف[ ]BC أثبت أنّ المستقيمين .( )DJ و( )CI 
  متعامدان.

  .نُعطى معلماً متجانساً في الفراغ 
uبيّن في كل من الحالتين الآتيتين إذا كان الشعاعان  �

vو �
  :متعامدين �

( )

( ) ( )

3
2

2, ,1 , (1, 2,5)

2, 3,1 , 2, 3,0

v u

v u

− −
� �

� �

	

�
  

,4,1)نتأمّل النقاط  � 2)A )و − 1,2,4)B ,0,2)و − 5)C 7و −
2

(1, 2, )D −  Mونعرّف  .−
]منتصف القطعة المستقيمة  ]ABاحسب .  

AB AC⋅
���� ����

ABو  CD⋅
���� ����

DBو  AC⋅
���� ����

MBو  CD⋅
���� ����

  

  متعامدين: Qو Pبينّ في كلّ من الحا�ت ا�تية إذا كان المستويان  3
: 2 3 0, : 2 5 7 0

: 2 3 0, : 3 2 0

x y z x y z

y z x y

+ + − = + − + =

− + = − + =

Q P

Q P

	

�
  

  :Pعن المستوي  Aاحسب في كلّ من الحالتين ا�تيتين بعُد النقطة  �

: 2 4 0, (0, 2,1)

: 3 7 0, (5, 2, 0)
2

x y z A

z
x y A

+ − + =

+ − + = −

P

P

	

�

  

  3 

  2 

  1 
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  

 ���	��� 
	���
�  

)المتجانس  نتأمّل، في المعلم ; , , )O i j k
�� ,1): تينالآتي طتين، النق� 1,2)A  المستويو  B(2,0,4)و −

P  3الذي معادلته 4 0x y z− + − ويمر  Pالعمودي على  Qجِد معادلةً للمستوي  .=
  .Bو Aبالنقطتين 

   نحو الحلّ   ��

 .مار بنقطة (بل اثنتين) Qنريد تعيين معادلة لمستو   �
)كنّا نعرف شعاعاً ناظماً وإذا  , , )n a b c

 Qعلى  �
استطعنا تعيين المستوي. أتوجد فرضيات في المسألة 

nتفيد في تعيين 
فرضاً متعامدان  Qو P؟ المستويان �

uإذن يكون كل شعاع ناظم 
شعاعاً عمودياً  Pعلى  �

nعلى 
)كما إنّ المستقيم  ،� )AB   محتوى فيQ 
ABفالشعاع 

����
nعمودي أيضاً على  

�.  
u ناظم شعاعأعطِ مركّبات  .1

  .P على �
0uعلّل صحة المساواتين  .2 n⋅ =

� 0ABو � n⋅ =
���� �.  

  لدينا إذن جملة المعادلتين   �
3 0

2 0

a b c

a b c

 − + =
 + + =

  

، وهذا ليس مُفاجئاً لأننا نعلم أنّه يوجد عدد cو bو aن لتعيين قيم ان المعادلتلا تكفي هاتا  
)لانهائي من الأشعة الناظمة على مستو. ولأنه يكفي تعيين ثلاثية واحدة  , , )a b c  ،تحقّق الجملة

2cت. فمثلاً لنضع يمكننا مثلاً أن نختار قيمة إحدى المركّبا = .  
5aأثبت في هذه الحالة أنّ  .1 = − ،1b =.  
)تحقّق أنّ  .2 5,1,2)n −

  .Qشعاع ناظم على  �
  .Qاكتب معادلة للمستوي  .3

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
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   �� ���� ���������
� ��� !� "  

)متجانس في معلمٍ  ; , , )O i j k
�� ,3) ، لدينا النقطة� 1,2)A   :Qو Pن اوالمستوي، −

: 2 4 0

: 2 5 0

x y z

x y z

− + − =

+ + − =

P

Q
  

  الذي يمثّل فصلهما المشترك. d عن المستقيم A، واحسب بُعد Qو Pأثبت تقاطع المستويين 
   نحو الحلّ   ��

   .، نستعمل الأشعة الناظمة عل كل منهماQو Pللتحقّق من تقاطع المستويين   �
1nشعاعاً ناظماً  عيّن .1

2n، وشعاعاً ناظماً Pعلى  �
  . Qعلى  �

  متقاطعان. Qو P استنتج أنّ  .2
هي  ′Aحيث  ′Aعن  Aيساوي بُعد  dعن  Aبُعد   �

 Aبالطبع إذا وقعت . dعلى  Aنقطة المسقط القائم لل
Aكان   dعلى  A′=  ّ0ومن ثَمAA′ . تيقّن أنّ =

A، لا تقع على أيّ من المستويين  ،لحقيقةفي اP 
  .Qأو

من  . تنتمي هذه النقطة إلى كلA′ تتمثّل في تعيين إحداثيات  ′AA حسابإحدى الطرائق ل    
P وQ  ّق معادلتيهما. بالإضافة إلى ما سبق المستقيم فإحداثياتها تحق( )AA′  عمودي علىd ،

uفإذا كان 
حقّق التي تُ  dهي النقطة الوحيدة من  ′Aفإنّ  dشعاعاً موجهاً للمستقيم  �

0AA u′ ⋅ =
���� u. علينا إذن تعيين شعاع �

 Cو B، ولهذا نبحث عن نقطتين dيوجه المستقيم  �
  .dمن 

)تذكّر أن  .1 , , )M x y z  تقع علىd.  إذا تحقّق الشرطان 

2 4 0x y z− + − 2و  = 5 0x y z+ + − =  
)مثلاً لتعيين نقطة  .2 , , )B x y z  منd.  0نختارx الموافقتين. ولتعيين  zو yونعيّن  =

( , , )C x y z  منd.  1نختارx u. وهذا يتيح لنا تعيين zو yونعيّن  = BC=
�����.  

)أثبت أنّ  .3 , , )a b c  إحداثياتA′  جملة المعادلاتتُحقّق 

(1)

(2

3

2

2 2 7

2 4 0

2 )

(3)

5 0

0

a b c

a b c

a b c

 − + − = + + − =
 + − =


+

  

3أنّ  (3)و (2)استنتج من  .4 5c   ، واستنتج المطلوب.′Aثمُّ احسب إحداثيات  =
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  5 

A

A′
P

Q d



  

67  

  �
�� ����
� #$	�%ٍ�  

)متجانس في معلمٍ  ; , , )O i j k
�� ,2)نقطتين نتأمّل ، � 1,0)A )و − 1, 3,5)B الذي  Pوالمستوي . −

2يقبل معادلة  3 5 0x y z− + − ). أثبت أنّ المستقيم = )AB  يقطع المستويP  وعيّن
  نقطة التقاطع. Cات إحداثي

   نحو الحلّ   ��

)علينا إثبات أنّ المستقيم  Cلإثبات وجود النقطة   � )AB  لا يوازي المستويP.  ًأعط شعاعا
)موجّهاً للمستقيم  )AB  وشعاعاً ناظماً علىP واستنتج وجود .C.  

)علينا إذن تعيين   � , , )a b c  إحداثيات النقطةC  .  
ACيحقّق  kعلّل وجود ثابت  .1 kAB=

���� ����
.   

  . kبدلالة  cو bو aاستنتج عبارات  .2
   .C. واستنتج إحداثيات Pفي  Cاعتماداً على وقوع  kعيّن  .3

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

  �
� '(� )*�+� ����
�ٍ�  

)متجانس في معلمٍ  ; , , )O i j k
�� )و A(2,5,3)قطتين ن نتأمّل، � 1,0, 1)B − يقبل  P اً ومستوي، −

(1,1, 2)u −
,3)و � 1, 1)v − −

)شعاعين موجّهين. أثبت أنّ المستقيم  � )AB  عمودي على المستوي
P.  

   نحو الحلّ   ��

ABالشعاع  يكفي لإثبات المطلوب أن نبرهن أنّ   �
����

عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من  
  .Pالمستوي 

wأعطِ شعاعاً  .1
)موجّهاً للمستقيم  � )AB وتيقّن أنّ الشعاعين .u

vو �
  غير مرتبطين خطياً. �

wأثبت أنّ  .2
uعمودي على كل من  �

vو �
�.  

  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

  �
� '(� ��	�!� ,�
-�ٍ�  

) متجانسفي معلمٍ  ; , , )O i j k
�� . يُطلب تعيين C(1,5,5)و B(0,0,1)و A(1,2,0)النقاط نتأمّل ، �

D )المسقط القائم للنقطة  ′ 11,9, 4)D − )على المستوي  − )ABC.  

  

  8  

  7  

  6 
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   نحو الحلّ   ��

Dكيف نجد إحداثيات النقطة  .شكلاً مبسطاً  نرسمل  � ؟ نعلم أنّ ′
)المستقيم  )DD )عمودي على المستوي  ′ )ABC ّفهو من ثَم ،

عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي. الفكرة، إذن، 
  شعاعياً عن هذا التعامد. في التعبيرتكمن 
)اشرح لماذا   .1 , , )M x y z  تنتمي إلى( )DD  إذا وفقط إذا كان ′

0DM AB⋅ =
����� ����

0DMو      AC⋅ =
����� ����

  
  .اكتب تحليلياً الشرطين السابقين .2

)استنتج أنّ  .3 )DD 62هو مجموعة النقاط  ′ 5 3 19
, ,
13 13

x x
M x
 − −    

  عددٌ حقيقي. xحيث  

)كتابة معادلة للمستوي علينا   � )ABC  ّلأنD )من  Mهي النقطة  ′ )DD لتي تنتمي إلى هذا ا ′
)ولكن أي شعاع موجّه للمستقيم  .المستوي )DD )هو شعاع ناظم على  ′ )ABC.  

)أعطِ إحداثيات نقطتين مختلفتين من  xبإعطاء قيمتين مختلفتين للمتحوّل   .1 )DD ′.  
)موجّه للمستقيم  تج مركّبات شعاعٍ استن .2 )DD )ناظم على  ، أي شعاعٍ ′ )ABC. 

)اكتب معادلة للمستوي  .3 )ABC. 

)ن عنصراً م .3.�من  Mالتي تجعل النقطة  xعيّن قيمة  .4 )ABC استنتج إحداثيات .D ′.  
  واكتبه بلغةٍ سليمة.الآخر أنجزِ الحلّ 

  

      إلى الأمام قدُُماً 
 ABCDA B C D′ ′ ′ يتقاطع قطراه  .متوازي مستطيلات ′

[ ]BD ]و ′ ]CA′  فيO نضع .�
CODα ، ونفترض أنّ =′

BC a= وCD b= وDD c′ نهدف في هذه المسألة  .=
)معلماً متجانساً نختار . cosαإلى حساب  , , , )A i j k

�� بحيث  �
ABيكون 

����
iو 

ADمرتبطين خطّياً، و �
����

jو 
مرتبطين خطّياً،  �

′AAوكذلك 
����

kو 
  مرتبطين خطّياً.   �

  .Oأعط إحداثيات جميع رؤوس متوازي المستطيلات وإحداثيات مركزه  �

أثبت أنّ  �
2 2 2

2 2 2
cos

a b c

a b c
α

− −
=

+ +
  . ادرس على وجه الخصوص حالة المكعّب.
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 :Pعن المستوي  Aاحسب بُعد  ،في الحالتين الآتيتين  
�  (1,2, 3)A : و − 2 1 0x y z− + + =P.  
�  ( 1,1,1)A ,0,1)هو المستوي المار بالنقاط  Pو  − 0)B و( 1,1, 0)C )و − 1, 2, 3)D − − − .  

  ABCDEFGH 2 متوازي مستطيلات، فيهAB 1BCو = GC=  I. لتكن النقطة =
]منتصف  ]AB.  

ويمكن التعبير عن إحداثيات  Aأعط معلماً متجانساً مبدؤه  �
  رؤوس متوازي المستطيلات فيه ببساطة.

)اكتب معادلة للمستوي  � )IFH.  
)عن المستوي  Gاحسب بُعد  3 )IFH.  
)عن المستقيم  Gبُعد  احسب � )IH أينتمي المسقط القائم للنقطة .G لى المستوي ع( )IFH 

)إلى المستقيم  )IH ؟  

)متجانس في معلمٍ    ; , , )O i j k
�� ,2,2) ، لدينا النقطة� 1)A   :Qو Pوالمستويين ، −

: 0

: 3 1 0

x y z

x z

− + =

+ − =

P

Q
  

  .Qو Pالذي يمثّل الفصل المشترك للمستويين  dعن المستقيم  Aاحسب بُعد 

) متجانس نتأمّل في معلم   ; , , )O i j k
�� �

  :Qو Pوالمستويين ، A(2,1,2) لدينا النقطة، 
: 2 1 0

: 0

x y z

x y z

+ − − =

+ + =

P

Q
   

�  المستويين أثبت أنP وQ متعامدان.  
  .Qو Pعن كل من المستويين  Aاحسب بُعد  �
  .Qو Pللمستويين عن الفصل المشترك  Aاستنتج بُعد النقطة  3

تيقّن في كل  .P والمعادلة الديكارتية لمستوٍ  Bو Aكل من الحالات الآتية، نُعطى نقطتين  في 
)حالة أنّ المستقيم  )AB   ليس عمودياً علىP ثمُّ أعطِ معادلة للمستوي .Q لى العمودي عP 
   .Bو Aوالمار بالنقطتين 

(0,1,1), (1, 0, 0), : 0

(1,0,1), (1,2, 0), : 0

(1,1,1), (2, 3, 1), : 2 4 0

B A x y z

B A x z

B A x z

+ + =

+ =

− + − =

P

P

P

�

�

�
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)متجانس في معلمٍ نتأمّل   ; , , )O i j k
��   :Qو Pالمستويين  ، �

: 2 3 5 0x y z− + − =P    و: 1 0x y z+ + + =Q  

  لمشترك.إلى فصلهما ا d. نرمز بالرمز متقاطعين Qو Pعلّل كون المستويين  �
)هو مجموعة النقاط  dأثبت أنّ  � )5 2

3 3
1, 2,M z z z− +   .ℝفي  zعندما تتحوّل  −

  .dأعطِ شعاعاً موجّهاً للمستقيم  3
,2,5)ويمر بالنقطة  Qو Pالعمودي على كل من  Rاكتب معادلة للمستوي  � 2)A −.  

)متجانس مٍ في معلنتأمّل   ; , , )O i j k
��   :النقاط ، �

(2,1, 3)A 1,0)و, 1)B ,4,0)و − 0)C 0,4)و, 0)D 1)و, 1,1)E −   
  ليست واقعة على استقامة واحدة. Eو Dو Cأثبت أنّ النقاط  �
)أثبت أنّ المستقيم  � )AB  عمودي على المستوي( )CDE.  

)متجانس معلمٍ  فينتأمّل   ; , , )O i j k
��   :النقاط ، �

(2,4, 3)A 4)و, 2, 3)B ,1)و − 1,1)C ,3,3)و − 3)D −   
  ليست واقعة على استقامة واحدة. Cو Bو Aأثبت أنّ النقاط  �
Dعيّن إحداثيات المسقط القائم  � )على المستوي  Dللنقطة ′ )ABC.  

)متجانس في معلمٍ نتأمّل   ; , , )O i j k
�� ,2) النقطتين � 1, 3)Ω )و − 1, 0,1)A . نهدف إلى كتابة −

  .Aوتمر بالنقطة   Ωالتي مركزها  Sمعادلة للكرة 
  .AΩاحسب  �
)لتكن  � , , )M x y z  2نقطة من الفراغ احسبMΩ  بدلالةx وy وz.  
3  أثبت أن»( , , )M x y z  ٌمن نقطةS «ق الشرط2« إذا وفقط إذا تحق 2M AΩ = Ω«  واستنتج

  المطلوبة. Sمعادلة للكرة 

)متجانس في معلمٍ   ; , , )O i j k
��   .Aوتمر بالنقطة   Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها  .�

� (0,0,1)Ω  (1,1,1)وA.  � (0,5, 1)Ω ,1)و  − 2, 3)A −.  

)متجانس في معلمٍ   ; , , )O i j k
��   .rونصف قطرها   Ωاكتب معادلة الكرة التي مركزها  .�

� (1,2, 3)Ω  2وr =.    � (0,5, 1)Ω 3rو  − =.  

)متجانس في معلمٍ   ; , , )O i j k
�� )لنقاط عيّن طبيعة مجموعة ا .� , , )M x y z :في الحالات الآتية  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

10 2 26 0 2 6 2 0

4 5 0 0

x y z x z x y z x y

x y z x x y z x y z

+ + − + + = + + − + − =

+ + − + = + + + + + =

� �

� �
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) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,2) نتأمّل النقطة � 2,2)A :والمستوي  − 2 3 5x y z+ + =P .

  .Pوتمس المستوي  Aي مركزها اكتب معادلة للكرة الت

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� )و A(2,1,2) نتأمّل النقطتين � 2, 0,2)B −.  

)المكوّنة من النقاط  Eطِ معادلة للمجموعة أع � , , )M x y z  ُ0حقّق التي تMA MB⋅ =
���� ����

.  
  ؟Eما طبيعة المجموعة  �

1في الفراغ. نضع  Bو Aلفتن نتأمّل نقطتين مخت 

2
r AB=،  ونعرّفI  منتصف[ ]AB .  

2من الفراغ تتحقّق المساواة :  Mأثبت أنّه في حالة نقطة ما  � 2MA MB MI r⋅ = −
���� ����

.  
0MAأثبت أنّ مجموعة نقاط الفراغ التي تحقّق   � MB⋅ =

���� ����
ونصف  Iهي الكرة التي مركزها  

]لكرة التي تقبل ، وهي أيضاً اrقطرها  ]AB .قطراً فيها  

) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
�� ,0)و A(1,1,1) نتأمّل النقطتين � 1, 1)B − −.  

)المكوّنة من النقاط  Eأعطِ معادلة للمجموعة  � , , )M x y z  2التي تُحقّقMA MB=.  
  ؟Eما طبيعة المجموعة  �
)المكوّنة من النقاط  Pأعطِ معادلة للمجموعة  3 , , )M x y z  التي تُحقّقMA MB=.  
  ؟Pما طبيعة المجموعة  �

مجموعة  kE. نعرّف kفي الفراغ. وعدداً موجباً غير معدوم  Bو Aنتأمّل نقطتين مختلفتن  
AMالتي تحقّق الشرط  Mنقاط الفراغ  k BM= ⋅ .  

1kحالة   	 =.  
]منتصف  Iلتكن  � ]AB  ّأثبت أن  

2 21
( ) ( )
2 2

MA MB
BA MI MA MB MA MB

−
⋅ = − ⋅ + =

���� ���� ���� ���� ���� ����
  

]المار بمنتصف القطعة المستقيمة  Pهي المستوي  1Eاستنتج أنّ  � ]AB  والعمودي على
( )AB المستوي المحوري للقطعة المستقيمة) .[ ]AB.(  

1kحالة   � ≠.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iلتكن  � ,1)A و( , )B k ولتكن ،J  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين  ,1)A و( , )B k− ّأثبت أن .  
2 2 2

2 2

1
( ) ( )

1 1

MA k MB
MI MJ MA kMB MA kMB

k k

−
⋅ = − ⋅ + =

− −

���� ���� ���� ���� ���� ����
  

]التي تقبل القطعة المستقيمة   Sهي الكرة  kEاستنتج أنّ  � ]IJ .قطراً فيها  
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) في معلمٍ متجانس  ; , , )O i j k
��   نتأمّل النقاط �

(4,0, 3)A ,3)و B(2,2,2)و − 3, 1)C − ,0,0)و − 3)D −.  
]للقطعة المستقيمة  1Pأعطِ معادلة للمستوي المحوري  � ]AB.  
]للقطعة المستقيمة  2Pأعطِ معادلة للمستوي المحوري  � ]BC.  
]للقطعة المستقيمة  3Pأعطِ معادلة للمستوي المحوري  � ]CD.  
لكرة  مركزاً  Ω. كانت Ωفي نقطة واحدة  3Pو 2Pو 1Pعلّل لماذا إذا تقاطعت المستويات  �

  .Dو Cو Bو Aتمرّ بالنقاط 
في تتقاطع  3Pو 2Pو 1Pالمستويات  بحل جملة من ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل أثبت أنّ  �

  . Ωنقطة واحدة 
  . Dو Cو Bو Aالمارة بالنقاط  Sاحسب نصف قطر الكرة  �
  . ABCDالمارة برؤوس رباعي الوجوه  Sاكتب معادلة للكرة  �
  

  27  
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  في الفراغ المسـتق�ت والمسـتو�ت

  
  

  ������� 	�
�� 
���� ������� ������� �������  

   �������� � �!����  
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، التي تؤول إلى دراسة حلول جم$ مسـتو�تلقد كانت دراسة مسأ� تقاطع ثلاثة 

جداً وأساسي من  ية بثلاثة مجاهيل، نقطة انطلاق فرع 5مّ ثلاث معادلات خط 

  فروع الر�ضيات. إنهّ الجبر الخطي.

مثلاً  كثيراً ما نرُجع حل مسأ� ر�ضياتية إلى حل جم$ من المعادلات الخطية،

تعيين شكل سطح جناح طائرة، أو التنبؤ باحٔوال الطقس في الساعات المقب$، 

ولقد صار من المالٔوف اسـتعمال الحاسوب لحل جمل  دة. أومحاكاة تجارب علميّة معقّ 

  مكوّنة من الآف المعادلات الخطية ذات الآف اfاهيل.

هذه sلطبع مسائل مسـتحي$ الحل بدون اسـتعمال الحواسيب، طريقة غاوس 

مجهولاً هي بوجه عام  nمعاد� خطية ذات  nفي حل جم$ معادلات مكونة من 

يتناسب عدد  إذْ  ؛مثلاً  1000صغيرة أي أقل من  nمقبو� عندما تكون 

   .3nمع  ، أو زمن الحساب،العمليات الحسابية اللازمة للحل

كبيرة نلجأ إلى طرائق خاصّة أكثر فعاليّة. تتيح أفضل  nولكن عندما تصبح 

2معروفة إجراء هذا الحساب بزمن متناسب مع عمليةّ طريقة  7log 2.8n n≈، 

 وهناك خوارزميات أسرع ولكنها ليست عملية، اfال هنا واسع ورحب للتقصي

في بفتح �فذة �ركين أمر ولكن سـنكت والبحث. نحن هنا لن نتعمّق في التفاصيل

  المتابعة للمهتمين.
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������ � �	
��
��� �	����
��  
  

  انطلاقة نشطة 

    حل جملة معادلات خطية

  : الحذف sلتعويض: الحذف sلتعويض: الحذف sلتعويض: الحذف sلتعويض الطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولىالطريقة الأولى �
)ت المجاهيل احل جملة المعادلات الآتية ذ هدف إلىن , , )x y z:  

(1)

( ) (

2

2 3

2

2)

(

2 3 0

2 1

3)22 3

x y z

x y z

x y z

 − + = − + =
 + − =

S   

)تسمّى الجملة  )S على  الحذف بالتعويضوتعتمد طريقة  جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل
إرجاع هذه الجملة إلى جملة معادلتين خطيتين بمجهولين عن طريق معاملة أحد هذه المجاهيل بصفته 

  بالشكل (3)و (2)عادلتان مقداراً ثابتاً، فمثلاً تُكتب الم

2

2 1

2

x y z

x y z

 − = −
 + = +

  

)ثمُّ نحلّ هذه الجملة بالمجهولين  , )x y.  

5تحقّق أنّ  �

3

z
x

+
1و = 2

3

z
y

+
=.  

5نعوّض قيمتي 
( )

3

z
x f z

+
= 1و = 2

( )
3

z
y g z

+
= لنحصل على معادلة  (1)في المعادلة  =

  .zوحيدة بالمجهول 

1zتحصل على  كتحقّق أن � = 4 ، ومن ثَمّ −
3

x 1و =
3

y = −.  

تبرهن النظرية، وهذا ما نقبل به، أنّنا بهذا الأسلوب نحصل على مجموعة الحلول. وهكذا نكون قد أثبتنا 
)أنّ للجملة  )S  ًّهو  اً وحيد حلا( )4 1

3 3
( , , ) , , 1x y z = − −.  

  مثلاً، عندئذ نناقش كما يأتي: zعادلة لا يظهر فيها إلا متحوّل واحد، عندما نصل إلى م 
)لم يكن للمعادلة حل، استنتجنا أن ليس للجملة  إذا ���� )S .حلول 
0إذا أخذت المعادلة الصيغة  ���� 0z⋅ )استنتجنا أنّ للجملة  = )S عدداً لا نهائياً من الحلول. 

)وتكتب مجموعة الحلول بالشكل  )( , , ) ( ), ( ),x y z f z g z z=  حيثz عددٌ حقيقي.  
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  الحذف sلجمعالحذف sلجمعالحذف sلجمعالحذف sلجمع: : : :  الثانيةالثانيةالثانيةالثانيةالطريقة الطريقة الطريقة الطريقة  �
)حل جملة المعادلات الآتية ذات المجاهيل هدف إلى ن , , )x y z:  

1

2

3

( )

( ) ( )

0

2

4 ( )

x y z

x y z

x y

L

z

L

L

 + + = + − = −
 − + =

S  

1معادلة من الصيغة نسمّي  2aL bL+،  حيثa وb 1عبارة خطيّة في  ،عددان حقيقيّانL 2وL.  
  ما هي المعادلات التي تحصل عليها؟ .3Lو 2L، وكذلك المعادلتين 2Lو 1Lاجمع المعادلتين  �
  .zو yو xاستنتج قيم  �
  المعطاة. ماذا تستنتج؟ تحقّق أنّ الثلاثية التي حصلت عليها هي حل للجملة �

حل أو عندما نُجري مثل هذه التحويلات على غير هدى، ليس هناك ما يجعلنا نستنتج أنّ ال 
من تحقيق هذه الحلول للجملة  يقّنالت الحلول التي نجدها هي حلول للجملة الأصلية، ممّا يحتّم علينا

  المثال الآتي يوضح هذا الأمر: .الأصلية

    

  : لنتأمّل الجملتين الآتيتين
1

2

3

( )

( ) ( )2

( )

1

4

x y z

x y z

x y z

L

L

L

 + + = + − =
 − + = −

S    و
1 2

2 3

1 3

( )

( ) ( )

( )

2 2 3

2 2 6

2 2 3

L L

L L

x y

y z

x Lz L

+

′ −

+

 + = − =
 + = −

S  

)هنا يمكنك أن تتيقن بسهولة أنّ  )3 3
2 2
0, )حل للجملة  −, )′S  جملة لليس حلاً ل كنّهلو( )S.  

  طريقة غاوسطريقة غاوسطريقة غاوسطريقة غاوس: : : :  الثالثةالثالثةالثالثةالثالثةالطريقة الطريقة الطريقة الطريقة  �
أعلاه ولكنها تتميّز بأن الجملة النهائية التي نحصل  هذه الطريقة تشبه طريقة الحذف بالجمع المشار إليها

  الجملة الأصلية أي يكون لهما مجموعة الحلول ذاتها. تُكافئعليها 
  نهدف إلى حلّ الجملة

1

2

3

3 2 1 ( )

( ) 2 3 9

3

( )

3

3

2 (1 )4 1

L

L

x y

L

z

x y z

x y z

 − + = − + =
 − + =

S  

لهذا  .1Lبالاستفادة من عبارات خطية تشمل  3Lو 2Lمن  xنسعى إلى حذف  المرحلة الأولى: �
1بالمقدار  2Lالهدف نضرب 

2
1بالمقدار  3Lو −

3
إلى كل  1L. ثمُّ نجمع −xبحيث يظهر الحد  −

 الخطوات المبينة فيما يأتي:  صحة ق منمنهما ونصلح النتيجة. تحق  

71 3 9 5 1
2 2 2 2 2 2
2 4 11 7

1 1
2 22 2

1 1
3 33

2 8
3

11

1

13 3 3 3 33

( ) ( )

( ) ( )

3 2 1 ( )3 2 1 ( )

L Lx y z y z

x y z y z

x y z Lx y z L

L

L LL

    − + − = − − + = − 
   − + − = − − + = − 

− −

−

−

−

+ =



− + =

⇝  

 مثال
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نصل إلى  −3وطرفي الثالثة بالعدد  −2وبعد إصلاح المعادلتين الأخيرتين بضرب طرفي الثانية بالعدد 
  الجملة الجديدة

2

1

3

( ) ( )

3 2 1 (

(7 2 8

2

)

5

)

7 L

x

L

y

y

z

L

y

z

z′ ′

′

 − =
 − =

−



+ =



S  

بالعدد  ′3L. لتحقيق ذلك نضرب ′2Lمن بالاستفادة  ′3Lمن  yنسعى إلى حذف  المرحلة الثانية: �
5
7
  :′2Lثُم نجمع إلى المعادلة الناتجة المعادلة  −5yكي يظهر فيها الحد  −

3 9
7 7

2

5
3 2 37

2

1 13 2 1 ( ) 3

2

2 1 ( )

5 7 ( ) 5 7 ( )

(7 8 ( ) )

2

2

y z L y

x y z L x y z

L Ly z Lz

z L

L

′ ′

− + = −

′−

′ ′− = − =

     
  − =  =  

+ =

⇝  

7الأخيرة بضرب طرفيها بالعدد وبعد إصلاح المعادلة 
3

  :نصل إلى الجملة الجديدة 
1

3

25 7 (

3 2 1 ( )

( )

)3 (

2 )y

x y z L

z

L

L

z

′′

 ′− =
 =

+

′

− =

′

S  

)تبرهن النظرية، وهذا ما نقبل به، أنّ حلول الجملة  )′′S  هي حلول الجملة( )S .ذاتها  
)استنتج مجموعة حلول الجملة  � )S.  

من  السطر الأوّلنكتب في كل مرة جمل معادلات، وأنّنا نكرّر كتابة  من المهم ملاحظة أنّنا 
( )S من  والسطر الثاني( )′S.  

، )لهما الحلول ذاتها(معادلتان الأخيرتان متكافئتين وعندما نحصل على جملة تكون فيها ال 
)فعندها تقبل الجملة الأصلية  )S الحلول، كما يبين المثال الآتي: عدداً لا نهائياً من  

    

تؤول الجملة 
2 3

3 1
6 2

2
2

x y z
y z
y z

 + − = − =
 − =

إلى   
2

2 3

3 1

x y z

y z

 + = +
 = +

1ومنه  

3

z
y

+
8و = 5

3

z
x

+
. إذن =

8مجموعة حلول هذه الجملة هي مجموعة الثلاثيات  5 1
, ,

3 3

z z
z

 + +    
  عدد حقيقي. zحيث   

حصل على جملة تكون فيه المعادلتان الأخيرتان متناقضتين، لا يكون للجملة أية وأخيراً عندما ن 
  حلول.

فمثلاً ليس للجملة 
2 3 3
3 1
3

2
2 0

x y z
y z
y z

 + − = − =
 − =

  حلولٌ. 

 مثال
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        المستقيم والمستوي بصفتهما مراكز أبعاد متناسبة    
1.1 . . . . � ������ �	����
�������� � �����
�        

)فراغ أيضاً المستقيم في الفي المستوي،  كما هي الحال )AB  هو مجموعة النقاطM  التي تحقق
AM tAB=
����� ����

]المستقيمة  . والقطعةℝفي مجموعة الأعداد الحقيقية  tعندما تتحوّل   ]AB  هي
AMالتي تحقق  Mمجموعة النقاط  tAB=

����� ����
  . ومنه المبرهنة الآتية:[0,1]في المجال  tعندما تتحوّل  

    
  1مبرهنة  

)المستقيم   � )AB  هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين( ,1 )A t− و( , )B t 
  .ℝفي مجموعة الأعداد الحقيقية  tعندما تتحوّل 

] القطعة المستقيمة  � ]AB مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين  يه( ,1 )A t− 
)و , )B t عندما تتحوّل t  [0,1]في المجال.  

  الإثبات
)المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين  الأبعادهي  M، القول إنّ tعدد حقيقي  في حالة ,1 )A t− و( , )B t 
1)يعني أنّ  ) 0t AM tBM− + =

����� ���� ) أو � )AM t AM MB tAB= + =
����� ����� ���� ����

 �النقطتين  ج. ومنه نستنت
  مباشرة. �و

]القطعة المستقيمة   ]AB  هي أيضاً مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين( , )A α 
)و , )B β  0حيثα 0βو ≤ 0αو ≤ β+ . في الحقيقة، إنّ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين <

)المُثقّلتين  , )A α و( , )B β هو نفسه مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين ،( , )A α

α β+
)و  , )B

β

α β+
 ،

)فهو إذن مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين  ,1 )A t− و( , )B t  [0,1]وقد وضعناt
β

α β+
= ∈.  

    
  2نتيجة  

موعة مراكز الأبعاد المتناسبة هو مج ABCإنّ داخل المثلث 
)للنقاط المثقّلة  , )A α و( , )B β و( , )C γ  0حيثα 0βو < > 

0γو >.  
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Iنقطة من هذا النوع ولنضع  Mفي الحقيقة، لنفترض أنّ 

( , )B β و( , )C γ عندئذ تقع ،I  داخل القطعة المستقيمة[ ]BC واستناداً إلى الخاصة التجميعية، تكون ،
M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A α و( , )I β γ+ فهي إذن تقع داخل القطعة ،

]المستقيمة  ]AI فهي إذن داخل المثلث ،ABC.  

( , )A α

I

( , )B β

( , )C γ

M
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)، قطع المستقيمABCنقطة واقعة داخل المثلث  Mوبالعكس، إذا كانت  )AM  المستقيم( )BC   في
0β، إذن يوجد Cو Bواقعة بين  Iنقطة  0γو < مركز الأبعاد المتناسبة  Iبحيث تكون  <

)للنقطتين المثقّلتين  , )B β و( , )C γكن تقع . ولM  داخل القطعة المستقيمة[ ]AI  0فيوجدα بحيث  <
)للنقطتين المثقّلتين مركز الأبعاد المتناسبة  Mتكون  , )A α و( , )I β γ+.  واستناداً إلى الخاصة

) اط المثقّلةمركز الأبعاد المتناسبة للنق Mالتجميعية، تكون  , )A α و( , )B β و( , )C γ .  

.2.1 ������ � �	
��
��  

)أنّ المستوي لنتذكّر  )ABC  هو مجموعة النقاطM  التي تحقّقAM xAB yAC= +
����� ���� ����

 yو xحيث  
  عددان حقيقيان كيفيان.

    
  3مبرهنة  

)إلى المستوي  Mإنّ انتماء نقطة  )ABC  يُكافئ وجود عددينx وy  بحيث تكونM  مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقاط المُثقلة  ,1 )A x y− )و − , )B x و( , )C y.  

  الإثبات
AMتُكافئ المساواة  yو x ينحقيقي  ينفي حالة عدد xAB yAC= +

����� ���� ����
  ما يأتي: ،

( ) ( )
( )

AM x AM MB y AM MC

x y MA xMB yMC

= + + +

= − + + +

����� ����� ���� ����� ����

���� ���� ����  

  أو
(1 ) 0x y MA xMB yMC− − + + =

���� ���� ���� �  
)لمتناسبة للنقاط المُثقلة هي مركز الأبعاد ا Mأي إنّ  ,1 )A x y− )و − , )B x و( , )C y.  

  

   على استقامة واحدة نقاط وقوعإثبات   

ABCD رباعي وجوه، K وI ا الحرفينمنتصف [ ]AB و[ ]CD ،
1نقطتان معرّفتان بالعلاقتين  Lو Jو

3
AL AD=
���� ����

 
2و

3
CJ CB=
��� ����

]هي منتصف  G، وأخيراً  ]JL  أثبت أنّ النقاطG 
  . تقع على استقامة واحدة Kو Iو

بعاد المتناسبة لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي إثبات أنّ إحداها هي مركز الأ 
  للنقطتين الأخريين.

 مثال
A

B

C

I

K

L

J

D

G
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)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Lنرى أنّ  Lتعريف من  ,2)A و( ,1)D نرى بالمثل أنّ ، و J 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)C و( ,2)B .النقطة لتكن إذن G مركز الأبعاد المتناسبة  ′
) للنقاط ,2)A و( ,1)D و( ,1)C و( ,2)B.  

Gباستعمال الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة  )هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ′ , 3)L و( , 3)J 
]إذن هي منتصف  ]LJ  ّأي إنG G ′=.  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي  Iولكن  ,2)A و( ,2)B وK  مركز الأبعاد المتناسبة هي
)للنقطتين  ,1)C و( ,1)D  الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطةومن ثَمّ استناداً إلى G مركز الأبعاد هي  ′

)المتناسبة للنقطتين  , 4)J و( ,2)K  إذن تقع النقاطG G′   على استقامة واحدة. Iو Kو =

  احد و إثبات وقوع نقاط في مستو   

ABCDEFGH  ،ٌمكعّبI وJ ا الحرفينمنتصف [ ]AB و[ ]BC 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  K، وبالترتيب ,1)A و( ,2)B 

)و ,1)C و( ,1)H أثبت وقوع النقاط .I وJ وK وH  ٍفي مستو
  واحدٍ.

لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد يكفي إثبات أنّ إحداها هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  
  الثلاث الأخرى.

  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iالفرْض استناداً إلى  ,1)A و( ,1)B و ،J  هي مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1)B و( ,1)C . ّولأن K  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ;1)A 
)و ,1)B و( ,1)B و( ,1)C و( ,1)H.  ّاستنتجنا من الخاصة التجميعية أنK  هي مركز الأبعاد

)المتناسبة للنقاط  ,2)I و( ,2)J و( ,1)H ّوهكذا نرى أن .K  واقعة في المستوي( )IJH  والنقاط
I وJ وK وH .ٍتقع في مستوٍ واحد  

 
   تَدربْ 

AMالتي تحقّق   tت الآتية عيّن في الحالانقطتان مختلفتان.  Bو Aالنقطتان  � tAB=
����� ����

.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 2)A )و − ,1)B.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2)A و( , 3)B.  

  الحل

 مثال

  الحل

A B

C

I

J

D

G

K

L

E F

H
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)المتناسبة للنقطتين مركز الأبعاد  Mلتكون  βو αة الآتي تأعطِ في الحالا � , )A α و( , )B β .    
� 2

7
AM AB=
����� ����

         �  2 0AM AB+ =
����� ���� �         �  3 0MA AB− =

���� ���� �.  
 Cو Bو Aفي الشكل الآتي التدريجات متساوية. عبّر في كل حالة عن كل واحدة من النقاط  �

   بصفتها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الأخريين.

  

AMبحيث  yو xفي كل حالة مما يأتي، جِدْ عددين  .ABCنتأمّل مثلثاً  � xAB yAC= +
����� ���� ����

.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , 1)A )و − ,1)B و( ,1)C.  
� M  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , 3)A و( ,1)B و( ,2)C.  

مركز الأبعاد  Mلتكون  γو βو α. في كل حالة مما يأتي، جِدْ الأعداد ABCنتأمّل مثلثاً  	
)المتناسبة للنقاط  , )A α و( , )B β و( , )C γ.  

1
2

2

3 2

BM BA BC AM AB AC

AM MB AC CM CA CB

= − = −

= + = +

���� ���� ���� ����� ���� ����

����� ���� ���� ���� ��� ����
� �


 �
   

 Iلتكون  γو βو α. جد الأمثال المجاور انطلاقاً من الشكل �
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A α و( , )B β و( , )C γ .

0GAقق التي تح  λواستنتج  GBλ+ =
���� ���� �.    

  
لتكون   δو γو βو αانطلاقاً من الشكل المجاور. جد الأمثال  �

K  الأبعاد المتناسبة للنقاط مركز( , )A α و( , )B β و( , )C γ 
)و , )D δ .  

  

 ABCD استعمل الخاصة التجميعية لتعيين موضع النقطة  .رباعي وجوهG :في الحالات الآتية  

� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( , 3)D .  
� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( , 1)A )و − ,2)B و( , 1)C )و − , 2)D −.  
� G لأبعاد المتناسبة للنقاط مركز ا( ,1)A و( ,2)B و( , 3)C و( ,6)D.  

A B C
�

A BC
�

A

B

C

I

J

D

K

A B

C

I
B ′

G
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   التمثيلات الوسيطية 

.1.2 ����
� ������� �������   
0معرّف بنقطة  dلنفترض أنّ المستقيم  0 0( , , )A x y z  وبشعاع موجّه( , , )u a b c

تنتمي النقطة  .�
( , , )M x y z  إلىd  إذا وفقط إذا وُجد عددٌ حقيقيt  بحيثAM tu=

�����  كبات، وهذا يُترجم باستعمال المر �
0xبحيث  tكما يأتي: يوجد  x at− 0yو = y bt− 0zو = z ct−   ، ومنه المبرهنة:=

    
  4مبرهنة  

0المار بالنقطة  dإنّ المستقيم  0 0( , , )A x y z  ّه بالشعاع والموج( , , )u a b c
مجموعة النقاط  . هو�

( , , )M x y z  التي تحقّق   
0

0

0

( ) ,

x at x

y bt y t

z ct z

 = + = + ∈
 = +

S ℝ   

)تسمّى الجملة  )S تمثيلاً وسيطياً للمستقيم d   في المعلم( ; , , )O i j k
�� . نقرن وسيطاً  t، ويسمّى �

0نقطة وحيدة  tبكل عدد حقيقي  0 0( , , )M at x bt y ct z+ + . وبالعكس يوافق dمن المستقيم  +
AMيحقّق   tعدد حقيقي وحيد  dمن  Mكل نقطة  tu=

����� �.  

    

,1,1)يكون الشعاع  B(2,3,1)و A(1,2,3)في حالة  2)AB −
����

)شعاعاً موجهاً للمستقيم   )AB  ويقبل

)المستقيم  )AB  :التمثيل الوسيطي
1
2 ,
2 3

x t
y t t
z t

 = + = +
 = − +

∈ ℝ.  

.2.2  ����
� ����� �����
� � ��� ������� �������  
0لتكن  0 0( , , )A x y z 1و 1 1( , , )B x y z  الفراغ، ولنضع نقطتين من( , , )AB u a b c=

���� القطعة عندئذ  �
]المستقيمة  ]AB  هي مجموعة النّقاط( , , )M x y z  التي تحقّق  

0

0

0

[0,1],

x at x

y bt y

t

t

z c z

 = + = +
 = +

∈



   

]ونصف المستقيم   )AB  الذي مبدؤهA  ويمر بالنّقطةB مجموعة النّقاط  هو( , , )M x y z  التي تُحقّق  

0

0

0

[0, [,

x at x

y bt y

z ct z

t

 = + = +
 = +

∈ +∞   

 مثال
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  تكريساً للفهم 

  كيف نتعرّف تمثيلين وسيطيـيْن مختلفين للمستقيم نفسه ؟  

    

  لنتأمّل الجملتين
3 1

( ) 4 ,

1

x t

y t t

z t

 = + = ∈
 = − +

S ℝ   و
9 4

( ) 12

1

1

4,

3

x t

y t t

z t

 = − +′ = − + ∈
 =

−

S ℝ 

)يمثّل  )S  التمثيل الوسيطي للمستقيمd   3,4)الموجّه بالشعاع, 1)u −
. أمّا A(1,0,1)والمار بالنقطة  �

( )′S مستقيم فهو تمثيل وسيطي لd )موجّه بالشعاع  ′ 9, 12,3)u ′ − −
3u. ولكن � u′ = −

� uإذن  �
هو  �

dأيضاً شعاع توجيه للمستقيم  dتنتمي أيضاً إلى  dمن  A(1,0,1)، والنقطة ′ يكفي أن نختار ( ′
1
3

t )في التمثيل الوسيطي  = )′S  للمستقيم(d d. إذن ′ d )والجملتان  =′ )S و( )′S  هما تمثيلان
  ذاته. dوسيطيان للمستقيم 

  كيف ندرس تقاطع مستقيمين معرّفين وسيطياً ؟  

    

  لنتأمّل المستقيمين :   
1

( ) 2 3,

2

3x t

d y t t

z t

 = + = − ∈
 = − +

ℝ    و   
3 2

( ) 1 ,

1

x t

d y t t

z t−

 = +′ = − − ∈
 = +

ℝ 

)قول إنّ ال , , )I x y z  تنتمي إلىd d dو dها نقطة واقعة على كل من يعني أنّ  ∩′  dعلى  I. ووقوع ′
1xيحقق  tني أنّه يوجد عدد حقيقي يع t= 2و + 3y t= 2zو  − t= −   لا يعني انتبه. ولكن +

dإلى  Iانتماء  3أنّ أيضاً  ′ 2x t= 1yو + t= − 1zو − t= . إذْ ليس هناك أي سبب يجعل +
dعلى  Iالتي توافق النقطة  tهي ذاتها قيمة الوسيط  dعلى  Iالتي توافق  tقيمة الوسيط  . يجب ′

dللدلالة على الوسيط على المستقيم  )مثلاً  s(استعمال حرف آخر  ). وعليه القول إنّ ′ , , )I x y z  هي
dو dنقطة تقاطع المستقيمين    بحيث sعدد حقيقي و tتُكافئ وجود عدد حقيقي  ′

1 3 2

2 3 1

2 1

t s

t s

t s

 + = + − = − −
 − + = +

  

1tنجد من ثَمّ  0sو = dو d، وعليه يشترك المستقيمان = ,2)بالنقطة  ′ 1,1)I −.  

 مثال

 مثال
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  تعرّف وضع مستقيمين في الفراغ   

dو dادرس وضع المستقيمين      المعرّفين كما يأتي: ′
1

: 3 2,

3 3

3x t

d y t t

z t

 = + = − + ∈
 = − +

ℝ    و   : 3 3

3 3

,

1

x t

d y t t

z t

 =′ = − − ∈
 = − +

−

ℝ 

uالارتباط الخطي لأشعتهما الموجهة لتعيين وضع مستقيمين معرّفين وسيطياً ندرس أوّلاً  
uو � ′

�.  

  
dو dللمستقيمين  ,1)شعاعين موجّهين  ′ 3, 3)u − −

,1)و � 3, 1)u ′ − −
بالترتيب. ولأنّ مركّبات هذين  �

uالشعاعين ليست متناسبة استنتجنا أنّ الشعاعين 
uو � ′

غير مرتبطين خطياً. وعليه، إمّا أن يكون  �
dو dالمستقيمان  إذا كانا  لنبحث .)أي غير واقعين في مستو واحد( أو أن يكونا متخالفين متقاطعين ′

  متقاطعين، علينا حلّ الجملة
1 1 (1)

3 2 3 3 3 3 5 (2)

3 3 1 3 2

3

3 (3)

t s t s

t s t s

t s t s

  + = − = −   − + =− − − + =− 
  − + = − + − + =−   

−

⇝   

dو dمتناقضتان، وليس لهذه الجملة حلول. إذن لا يقع المستقيمان  (2)و (1)ولكن المعادلتين  في  ′
  مستو واحد.

 

   تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

  :dأعط معادلة وسيطية للمستقيم  �
)يمر بالنقطة  dالمستقيم  � 1,2,0)A ,0,1)وموجه بالشعاع  − 1)u −

�.  
� ( )d AB=  2,1)حيث, 1)A ,3)و − 1,1)B −.  
)نتأمّل النقطتين  � 2,1,0)A   . أعطِ تمثيلاً وسيطياً لكل منB(2,3,1)و −

)المستقيم  � )AB.      �  القطعة المستقيمة[ ]AB.  
]نصف المستقيم  � )AB.    
]نصف المستقيم   )BA.  
�  ABCDEFGH فيه  .1طول ضلعه  مكعبI منتصف [ ]BC وJ 

] منتصف ]CD وK  منصف[ ]EH نتأمّل المعلم .( ; , , )A AB AD AE
���� ���� ����

.  
)أعطِ تمثيلاً وسيطياً لكل من  � )IK و( )FJ.  
)أيتقاطع المستقيمان  � )IK و( )FJ ؟ هل تقع النقاطI وJ وK وF 

   في مستو واحد؟

  الحل

 مثال

A B

CD

E
F

G

J

H

I

K
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   تقاطع مستقيمات ومستويات        

)جملة متجانسة  الفقرةنُعطى في هذه    ; , , )O i j k
�� �.  

1....3 . . . . !
��
� �"	�#        

1مستويين لنتأمّل  1 1 1 1: 0a x b y c z d+ + + =P 2و 2 2 2 2: 0a x b y c z d+ + + =P يمكننا، من .
ن متوازيين أو متقاطعين انطلاقاً من كون الأشعة الناظمة حيث المبدأ، معرفة إذا كان هذان المستويا

وعلى وجه الخصوص، عندما يكون هذان المستويان متقاطعين،  عليهما مرتبطة خطياً أو غير ذلك.
نحصل على إحداثيات نقاط التقاطع بحلّ الجملة المكوّنة من معادلتي المستويين. لهذه الجملة عددٌ لا 

  .2Pو 1Pالفصل المشترك للمستويين  ∆بنقاط المستقيم نهائي من الحلول ممثّلة 
)يُلخّص الجدول الآتي الحالات المختلفة لمجموعة حلول الجملة  )S   

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

(1)
( )

(2)

a x b y c z d

a x b y c z d

+ + +
=

+ + + =


S   

  متقاطعانالمستويان   ومختلفان متوازيانالمستويان   نالمستويان منطبقا
  

  
    

)حلول الجملة  )S كل ثلاثية  
( , , )x y z تكون حلاً للمعادلة  
  .(2))أو ( (1)
  

)ليس للجملة  )S .حلول الجملة   حلول( )S  هي نقاط∆ ،  
  ليس معرفاً بتمثيل ∆المستقيم 

  هو مجموعة النقاط وسيطي، بل 
( , , )M x y z  حيث( , , )x y z  هي  

)حلول  )S.  
  

2....3 . . . . ��
�� ����
� �"	�#        

:مستوياً لنتأمّل  0ax by cz d+ + + =P  له شعاع ناظم( , , )n a b c
موجّه بالشعاع  ∆. ومستقيماً �

( , , )u α β γ
0ويمر بالنقطة   � 0 0( , , )A x y zموازياً للمستوي  ∆معرفة إذا كان  ،من حيث المبدأ ،. يمكننا

P قاطعاً له تبعاً لكون  أوu
nعمودياً على  �

   أو لم يكن. �
  

1
P

2
P

∆

1
P

2
P

21
=P P
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)، فإنّ إحداثيات نقطة التقاطع هي الثلاثية Pالمستوي  ∆وبوجه خاص، إذا قطع  , , )x y z  حل الجملة
( )S الآتية:  

0

0

0

0

( )

ax by cz d

x at x

y bt y

z ct z

 + + + = = + = + = +

S  

  يلخص الجدول الآتي الحالات المختلفة:
  متقاطعانالمستويان   متوازيان ومختلفانالمستويان   المستقيم محتوى في المستوي

  

      
)لجملة ل )S عدد لا نهائي من  

  .∆الحلول ممثلة بنقاط 
)ليس للجملة  )S .تقبل   حلول( )S   ًحلاً وحيداً ممثّلا

  .Iبالنقطة 
  

  للفصل المشترك لمستويينتعيين التمثيل الوسيطي   
1نتأمّل المستويين  : 2 2 0x y z+ − + =P 2و : 2 1 0x y z+ − + =P تيقّن أنّ هذين .

  .dتمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك  دْ المستويين متقاطعان، ثمُّ جِ 

  
,2,1)1الشعاعين الناظمين  2Pو 1Pللمستويين  1)n −

,1,2)2و � 1)n −
1nبالترتيب. الشعاعان  �

2nو �
غير  �

)متقاطعان. تنتمي  2Pو 1Pمرتبطين خطياً لأنّ مركّباتهما غير متناسبة، إذن المستويان  , , )M x y z  إلى

d :2 إذا وفقط إذا تحقق الشرطان 2 0

2 1 0

x y z

x y z

+ − +
=

+ − + =
.  

  : zبدلالة  yو  xلحل هذه الجملة، نستعمل طريقة الحذف بالتعويض، فنعبّر مثلاً عن 

3 1 1
2 2

1 11

1
2 2 1 3 22

2 2 2 22 2

2 1

L LL

L L

x y z x y zx y z

x y z y z y zL L

       
     

′−

+ = − + = −+ = −

+ = − = =


⇝ ⇝  

1 ومنه
3

1x z= 1و −
3

y z=. لمجهول ا يأخذz  ّز إليه بالرمز ة قيمة حقيقية. يمكننا إذن أن نرمأي
3z t=  تسهيلاً للكتابة ليصبح انتماء( , , )M x y z  إلىd مُكافئاً للشرط  

1
( ) ,

3

x t

d y t t

z t

 = − = ∈
 =

ℝ  

  . dللفصل المشترك  يفنحصل بذلك على تمثيل وسيط

  الحل

 مثال

P

∆

I

P

∆

P

∆
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  تعيين تقاطع مستقيم ومستوٍ   
,2,1)النقطتين نتأمّل  2)A )و − 1,2,1)B : . والمستوي− 2 2 0x y z− + − =P ّتيقّن أن . 
( )AB  يقطع المستويP  في نقطةI يُطلب تعيين إحداثياتها.  

  
)للمستقيم  )AB   شعاع موجّه( 3,1,3)u AB= = −

,2)شعاع ناظم  P، وللمستوي ����� 1,1)n −
. ونلاحظ �

4أنّ  0n u⋅ = − ≠
� u، فالشعاعان �

)غير متعامدين مما يثبت تقاطع المستقيم  �nو � )AB  والمستوي
P.   إحداثيات نقطة التقاطعI  هي الثلاثية( , , )x y z :حل الجملة الآتية  

11
44
11
4
3
4
11
4

2 2 0

3 2 3 2

1 1

3 2 3 2

tx y z t

x t xx t

y t y t y

z t z t z

  = −− + − = = −    = − + ==− +     
  = + = + =      = − = − = −    

⇝ ⇝  

)يقطع ومنه  )AB  المستويP  11في 3 11
4 4 4
( , , )I −.  

 
  تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� �. 

  .وأعطِ تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك 2Pو 1Pفي الحالات الآتية تحقّق من تقاطع المستويين   �
� 1 : 2x y+ =P 2و : 1x z+ =P.  
� 1 : 3x y z− + + =P 2و : 2 2 1x y z− + =P.  

dفي الحالات الآتية، أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم   � dوبيّن إذا كان  ′ d  منطبقاً  dأو كان  �′
dعلى ′.  

2 1
2 3 3 2 1

: , : 2 : , :
2 5 0

1 2 1
2

x t x t
x y z x y z

d d y d d y t
x y z x y z

z t z t

  = − =  + − = − − =   ′ ′= = −   − − = − − =      = + = −  

� �  

  وعين إحداثيات نقطة التقاطع. Pمع المستوي  dفي الحالات الآتية أثبت تقاطع المستقيم   �
� ( )d AB=   حيث( 1,2,3)A ,1,2)و − 1)B :، و− 1x y z+ + =P.  

� d  2)يمر بالنقطة, 1,0)A 2uويوجهه الشعاع  − i j= −
� :و �� 1

2 3 6

x y z
+ − =P.  

  .Pوالمستوي  dفي الحالات الآتية، ادرس تقاطع المستقيم   �
1 2 1

:2 3 0, : 2 1 : 1, :
8

2

3 1 3

x s x t

x y z d y s x y z d y t

z s z t

  = + = −  + − = = + − + = = 
  = − = −  

P P� �

  الحل

 مثال
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   تقاطع ثلاثة مستويات     
)جملة متجانسة  الفقرةنُعطى في هذه    ; , , )O i j k

�� �.        

1....4 . . . .�	
��
� �$%$ �"	�#        

أولاً أنّه في حالة انطباق اثنين من المستويات الثلاثة تؤول مسألة التقاطع إلى تقاطع مستويين لنلاحظ 
مختلفة  3Pو 2Pو 1Pوقد درسناها في الفقرة السابقة. لذلك سنفترض فيما يأتي أنّ المستويات الثلاثة 

1مثنى مثنى. ولتعيين تقاطعها تأتي الفكرة دراسة التقاطع  2∩P P  1أولاً، ثمُّ تقاطع 2∩P P  3معP 
1بالاستفادة من دراستنا السابقة في حال كون  2∩P P :مستقيماً. نبيّن في ما يأتي الحالات المختلفة  

  
  لا توجد نقاط مشتركة

  
    

  توجد نقطة وحيدة مشتركة  يوجد مستقيم مشترك

    

2....4 . . . .��&
�'� �
()� �*+��        

  ثلاثة مستويات معادلاتها  3Pو 2Pو 1Pكن تل
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

: 0

: 0

: 0

a x b y c z d

a x b y c z d

a x b y c z d

+ + + =

+ + + =

+ + + =

P

P

P

  

  ية بثلاثة مجاهيل:تؤول دراسة تقاطع هذه المستويات إلى حلّ جملة ثلاث معادلات خط
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0

0

0

( )

a x b y c z d

a x b y c z d

a x b y c z d

 + + + = + + + =
 + + + =

S  

3
P

2
P1

P

∆

I 1
P

2
P3

P

∆

3
P

P2

P1

P3

3
∆P �

1
P

2
P

3
P

1
P

2
P

3
P
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  الحالات المختلفة: فيما يأتي لخّصن
  

)مجموعة حلول الجملة   3Pو 2Pو 1Pتقاطع المستويات  )S  
  ليةخا  لا توجد نقاط مشتركة
)حل وحيد   I نقطة مشتركة واحدة , , )x y z  يمثل إحداثيات النقطةI  

)جميع الثلاثيات   معرّف باثنتين من المعادلات الثلاث ∆مستقيم  , , )x y z  تمثل حلول المعادلتينالتي  
  .∆اللتين تعرفان 

1حالة (المستوي  2 3( = =P P P.   جميع الثلاثيات( , , )x y z .التي تحقّق إحدى المعادلات  
  

  تكريساً للفهم 

  ض جمل المعادلات ؟أَيفيد التفسير الهندسي في حلّ بع 
  نعم، فهو يتيح معرفة سابقة لعدد حلول الجملة، مما يجعل التحقّق من صحة الحل الجبري يسيراً. 

    
  يؤول حل الجملة

2 1
3 1
2

2

2 1
2 2

4

x y z

x y z

x y z

 + − = − + − = −
− −− + =

  

1إلى دراسة تقاطع المستويات الآتية:  : 2 1 0x y z+ − + =P 2و : 3 1 0x y z+ − + =P 
3و : 2 2 4 1 0x y z− − + − =P 1,1)1. وهي تقبل بالترتيب الأشعة الناظمة, 2)n −

� 
,3,1)2و 1)n −

)3و � 2, 2,4)n − −
3. ولكن � 12n n= −

� 1nإذن  �
3nو �

مرتبطان خطياً والمستويان  �
1P 3وP 3تأخذ معادلة المستوي  −2. بالقسمة على متوازيانP  1الصيغة

2
2x y z+ − = − ،

مجموعة  3Pو 2Pو 1Pغير منطبقين. إذن تقاطع المستويات  3Pو 1Pوهذا يبرهن أنّ المستويين 
  خالية، وليس للجملة المعطاة حلول.

 

   تويات ثلاثة مس ن تقاطعتعيي  
  نتأمّل المستويات :

1

2

3

: 2 3 5 0

: 3 4 5 0

: 2

2

2 3 2 0

x y z

x y z

x y z

− + + − =

− − + =

+ − + =

P

P

P

  

  أثبت أنّ هذه المستويات تتقاطع في نقطة واحدة يطلب تعيين إحداثياتها.

 مثال

 مثال
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  يتعلّق الأمر بالبحث عن حلّ جبري للجملة

1

2

3

( )

( )

2 3 5

( ) 3 4 5

2

2

3 (2 2 )

x y z

x y z

x y

L

L

Lz

 − + + = − − = −
 + − = −

−



S  

)2من المعادلتين الثانية والثالثة نجمع إلى  x، لحذف لنتبع طريقة غاوس )L  ثلاثة أمثال الأولى ونجمع
)3إلى  )L : مثلي الأولى  

1 1

2 1 2

3 1 3

( ) ( )

( 3 ) ( )

( 2 ) (

2 3 5 2 3 5

( ) 5 5 10 2

7

0

5

08 7 4 8 )4

L L

L L L

L L L

x y z x y z

y z y z

y z y z

  − + + = − + + = 
′+

′

 + = + = 
  + = + =   

+

S ⇝ ⇝  

)3من المعادلة الأخيرة  yثمُّ، لحذف  )L′  2نطرح منها سبعة أمثال( )L′. فنجد  
1 1

2 2

3 2 3

2 3 5 2 3 5

( ) 2 2

3 6

( ) ( )

( ) (

0

5 0 )

( 7 ) )

5

(2

x y z x y z

y z y z

L L

L

z

L

L LzL

  − + + = − + + =   ′ ′

′ ′ ′

+ = + = 
  − = − = 

′− 

S ⇝ ⇝  

0yومنه  1xو = ).  فالجملة تقبل حلاً وحيداً = , , ) (1, 0,2)x y z  3Pو 2Pو 1P. والمستويات =
,1)تتقاطع في نقطة واحدة هي  0,2)I.  

 
  تَدربْ 

)نُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً  ; , , )O i j k
�� نعطي معادلات ثلاثة  في كل من الحالات الآتية  .�

وافقة وبيّن إذا كانت هذه المستويات تشترك في نقطة فقط، أو في مستويات، حلّ الجملة الخطية الم
  :مستقيم مشترك، أو لا تشترك بأية نقطة

1 1

2 2

3 3

1 1

2 2

3 3

: 2 3 3 : 5 5

: 2 4 7 : 2 13 7 1

: 3 3 5 8 : 1

: 2 3 2 : 2 3 0

: 2 1 : 2 0

: 3 4 5 3 : 3

12 3

2

4

2 13 2

2

5 0

2

7 7

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

     
− − = + + = −

− − = + 
   

− = −

− − = − + =

− + = − + =

 

+ + = + + =



     


− + = +

−

− =

P P

P P

P P

P P

P P

P P

� �




1 1

2 2

3 3

: 1 : 2 3 2

: 2 1 : 2 1

: 3

2 2

4 3 1 : 3 4 5

2

7 7

4

3x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z




      


+ + = − + =

− + = + + =

− + = − −

−

    =


−

+


P P

P P

P P

�

� �

  

  

  الحل
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

)المستقيم  ���� )AB  هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتينA وBوعندما  .، وبالعكس
AM tAB=
����� ����

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Mتكون   ;1 )A t− و( ; )B t . 

]القطعة المستقيمة  ���� ]AB  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين هي مجموعةA وB  بعد تزويدهما
  . )ذاتهالها الإشارة أو (موجبة  بأمثال

)المستوي  ���� )ABC ناسبة للنقاط هو مجموعة مراكز الأبعاد المتA وB وC.  
بعد تزويدها  Cو Bو Aهي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ABCداخل المثلث  ����

  .بأمثال موجبة تماماً 
)القول إنّ النقطة  ���� , , )M x y z  تقع على المستقيمd  0المار بالنقطة 0 0( , , )A x y z  والموجه بالشعاع

( , , )u a b c
0يُكافئ القول  �

0

0

,
x at x
y bt y t
z ct z

 = + = + ∈
 = +

ℝ، عبر تحليلياً عن المساواة هذا يAM tu=
����� �.  

  .dتعيّن نقطة ونقطة واحدة فقط من المستقيم  tكل قيمة للوسيط  ����
ة دراسة تقاطع مستقيم ومستو، أو تقاطع عدّ  ةبعد تزويد الفضاء بمعلم متجانس، تؤول مسأل ����

 مستويات إلى حلّ جملة معادلات خطية.

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة فكّر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ����

  .الأخريين

لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد فكّر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ����
  الأخرى.

  .تذكّر أن التمثيل الوسيطي لمستقيم يعطي مباشرة شعاع توجيه له، وإحداثيات نقطة منه ����

  .أخطاء يجب تجنّبها 

0axالمعادلة  ���� by cz d+ + +   .ليست معادلة مستقيم في الفراغ بل هي معادلة مستو فيه =



 

92  

����� 

  مستقيمات متقاطعة في الفراغ 

  خواص رباعي الوجوه خواص عامة �

مركز الأبعاد المتناسبة  Gما. ولتكن رباعي وجوه  ABCDكن يل
مركز ثقل المثلث  Kذاتها. وليكن  1 لرؤوسه مزوّدة جميعها بالأمثال

BCD وكذلك ليكن .I وJ  منتصفي[ ]AB و[ ]CD .بالترتيب  
في رباعي الوجوه.  متوسطاً ل الرأس بمركز ثقل الوجه المقابل نسمى القطعة المستقيمة التي تص �

مركز  G. ولهذا نسمّي Gنهدف إلى إثبات تلاقي المتوسطات جميعها في نقطة واحدة هي النقطة 
  ثقل رباعي الوجوه.

.a� جميعية لتثبت أنّ ستعمل الخاصة التاG  تقع على[ ]AK  ّ3وأن
4

AG AK=.  
.b�  ّأثبت بالمثل أنG .تقع على المتوسطات الثلاثة الأخرى  
هذا السؤال إلى إثبات أنّ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفات الأحرف المتقابلة في  ينهدف ف �

  تقع في منتصف كل منها. G، وأنّ Gرباعي الوجوه تتلاقى أيضاً في 
.a�  ّأثبت أنG للنقطتين  هي مركز الأبعاد المتناسبة( ;2)I و( ;2)J ّواستنتج أن .G  تقع في

]منتصف ]IJ.  
.b�  أثبت صحة الخاصة المشار إليها في� .  

  مسألة مستقيمات متقاطعة  �

  كما يأتي : Sو Rو Qو Pرباعي وجوه ما. ولنعرّف النقاط  ABCDليكن 
1

5
BP BC=
���� ����

3و 

4
AQ AD=
���� ����

1و 

5
BR BA=
���� ����

1و 

4
DS DC=
���� ����

  

)نريد إثبات تلاقي المستقيمين  )PQ و( )RS.  
.a�  ّأثبت أنP تناسبة للنقطتين هو مركز الأبعاد الم( ;4)B و( ;1)C ّوأن .Q  هو مركز الأبعاد

)المتناسبة للنقطتين  ;1)A و( ;3)D.  
.b� ليكن G الأبعاد المتناسبة للنقاط  مركز( ;1)A و( ;4)B و( ;1)C و( ;3)D ّبين أن .G  تقع على

)المستقيم  )PQ.  
)تقع أيضاً على  Gأثبت بأسلوب مماثل أنّ  � )RS فالمستقيمان ،( )PQ و( )RS متقاطعان.   
]منتصف  Iلتكن  � ]AC أثبت تلاقي المستقيمين .( )IG و( )BD.وعيّن نقطة تقاطعهما ،  
  

 1 نشاط 
A

J

B

D

C

G

I

K
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  بعد نقطة عن مستو 

)نتامّل في معلم متجانس  ; , , )O i j k
�� )النقاط  � , 0, 0)A a 0)و, , 0)B b 0,0)و, )C c  حيثa وb وc 

)عن المستوي  Oأعدادٌ موجبةٌ تماماً. نهدف إلى إثبات علاقة بين بُعد  )ABC  والمسافاتOA وOB 
  .OCو

  
.a�  1أنّ أثبت

x y z

a b c
+ + )معادلة للمستوي  = )ABC.  

.b�  المار بالنقطة  ∆استنتج تمثيلاً وسيطياً للمستقيمO  عمودياً على المستوي( )ABC.  
.a�  لتكنH  مع المستوي  ∆نقطة تقاطع المستقيم( )ABC.  
.a�  احسب إحداثياتH  بدلالةa وb وc.  
.b�  أنّ تحقّقH  هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلثABC.  

.c�  نضعh OH=  ّأثبت أن
2 2 2 2

1 1 1 1

h a b c
= + +.  

  

qe
zc  

  

A

B
O

i
�

C

j
�

k
�

H

 2 نشاط 
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            ��	
�� 
	����  

]منتصف  Iاً، وعدداً حقيقيّ  αرباعي الوجوه. وليكن  ABCDليكن   ]AB وJ  منتصف
[ ]CD.  النقطتانE وF  معرّفتان بالعلاقتينAE ADα=

���� ����
BFو  BCα=

���� ����
هي  H. وأخيراً 

]منتصف  ]EF. 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Eتحقّق أنّ  � ,1 )A α−  و( , )D α وكذلك أنّ النقطة ،F 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,1 )B α−  و( , )C α.  

.a�  أثبت أنّ النقطةH  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط( ,1 )A α− و( ,1 )B α−  و( , )C α 
)و , )D α.  
.b�  استنتج وقوع النقاطI وJ وH .على استقامة واحدة  

  

  ABCD أثبت في كل من الحالتين الآتيتين أنّ النقاط . رباعي وجوهM وB وC  وD  تقع
  .Mفي مستو واحد، ثم وضّع النقطة 

� MA MB MC DA+ + =
���� ���� ���� ����

.  
� 2 2MB AD AM MC+ = −

���� ���� ����� ����
.  

  

) نُعطى معلماً متجانساً في الفراغ  ; , , )O i j k
�� ,1)نُعطى النقطتين  .� 0,0)A 4,3)و, 3)B −.  

)متناسبة للنقطتين مراكز الأبعاد ال Mأَتكون مجموعة النقاط  � ;1 )A α− و( ; )B α  عندما
iوشعاع توجيهه  A، هي نفسها المستقيم المار بالنقطة ℝفي  αتتحوّل  j k+ −

��   ؟ �
)مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Mأَتكون مجموعة النقاط  � ;1 )A x y− )و − ; )B x و( ; )O y 

iيقبل و  Oالمار بالنقطة  وي، هي نفسها المستℝفي  yو xعندما تتحوّل 
iو � j k+ −

�� � 
  ؟شعاعي توجيه

مركز ثقل المثلث  Iوليكن  رباعي الوجوه. ABCDليكن  
BCDو ،J  منتصف[ ]AI وK  نظيرةA ى بالنسبة إلI ر . عب
 Bو Aللنقاط  المتناسبة ا مراكز الأبعادمبصفته Kو Iعن 

   بعد تزويدها بأمثال مناسبة. Dو Cو
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  

 ����� ��	���� ��� ������  

مركز  Iمتوازي سطوح، وليكن  ABCDEFGHليكن 
تقع  Fو Iو D النقاط . أثبت أنّ AHCثقل المثلث 

]على   Iوعيّن موقع  على استقامة واحدة. ]DF.  

   نحو الحلّ   ��

DIيحقق   kالفكرة الأولى التي تخطر لنا هي بمحاولة إيجاد ثابت   � kDF=
��� ����

صعباً ، يبدو هذا 
للوهلة الأولى، ومنه تأتي الفكرة المعتادة القائمة على تحليل أحد هذه الأشعة أو جميعها والاستفادة 

3DIأنّ  Iنطلاقاً من تعريف اثبت أ .شالمن علاقة  DA DC DH= + +
��� ���� ���� ����

.  
  ذلك لتبرهن أنّ  متوازي سطوح. استفد من ABCDEFGHولكنّ   �

DA DC DH DF+ + =
���� ���� ���� ����

  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

����� ���	
 :  

لإثبات الوقوع على استقامة واحدة لا نحتاج إلى معلم  يمكننا أيضاً التفكير بطريقة تحليلية.  �
)متجانس. لذلك نتأمّل المعلم  ; , , )D DA DC DH

���� ���� ����
 .  

)للمستقيم  أعط تمثيلاً وسيطياً  .1 )DF. 

 .Iاحسب إحداثيات النقطة  .2

)تقع على المستقيم  Iتحقّق أنّ  .3 )DF  وعيّن قيمةt  التي تحققDI tDF=
��� ����

.  
  الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. أنجزِ 

   �!" ���� #$%" 
	&$��
�  

  قالنقاط التي تحقّ  Sو Rو Qو P، ولتكن ]0,1[من  x. لتكن ABCDنتأمّل رباعي وجوه 
,

,

AP xAB AQ xAD

CR xCD CS xCB

= =

= =

���� ���� ���� ����

���� ���� ��� ����   

]هما منتصفا الحرفين  Jو Iالنقطتان  ]AC و[ ]BD تلاقي المستقيمات . أثبت( )IJ و( )PR 
)و )QS .في نقطة واحدة  
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   نحو الحلّ   ��

، وفرضيات نعرف فعالية الخاصة التجميعية في حل مسائل التلاقي  �
APمثل  xAB=

���� ����
هي مركز أبعاد متناسبة  Pتعني أنّ  

   .Bو Aللنقطتين 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين   Pبيّن أنّ  .1 ,1 )A x− و( , )B x .  
  .Sو Rو Qعبّر بالمثل عن النقاط  .2

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gمّل إذن النقطة أت  � ,1 )A x−  و( ,1 )C x− و( , )B x و( , )D x.  

]على كل من القطع المستقيمة  تقع Gأثبت استناداً إلى الخاصة التجميعية أنّ    .1 ]PR 
]و ]QS و[ ]IJ. 

  ماذا تستنتج؟ .2
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

      إلى الأمام قدُُماً 
]نقطة من  ABCD .Kنتأمّل رباعي وجوه   ]AB  1تحقّق

3
AK AB=و ،L  نقطة من

]القطعة المستقيمة  ]CD   2تحقق

3
CL CD= ًوأخيرا .I  هي منتصف[ ]ADو ،J  هي

]منتصف  ]BC  نعرّف .G  نقاط مركز الأبعاد المتناسبة لل( ,2)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,2)D.  
.a   لى استقامة واحدة.تقع ع Jو Iو Gأثبت أنّ النقاط  �
.b   تقع على استقامة واحدة. Lو Kو Gأثبت أنّ النقاط  �
  في مستوٍ واحد. Lو Kو Jو Iاستنتج وقوع النقاط  �

 ABQDو ABPCهي نقاط تجعل  Rو Qو P. والنقاط ABCDنتأمّل رباعي وجوه   
)متوازيات أضلاع. نهدف إلى إثبات تلاقي المستقيمات  ACRDو )DP  و( )CQ و( )BR.  

.a )هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  P ةأثبت أنّ النقط � ; 1)A )و − ;1)B و( ;1)C.  
.b  R. وكذلك، عبّر عن Dو Bو Aمركز أبعاد متناسبة للنقاط بصفتها  Qعبّر بالمثل عن  �

  .Dو Cو Aبصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 
، ومن Dو Cو Bو A، وهي مركز أبعاد متناسبة مُختارة للنقاط Iبالاستفادة من نقطة  �

)خاصة التجميعية، أثبت تلاقي المستقيمات ال )DP  و( )CQ و( )BR وعيّن موقع ،I  على
  هذه المستقيمات.
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]من المجال  k اً حقيقي اً من الفراغ، وعدد Cو Bو Aثلاث نقاط  نتأمّل  إلى  kGترمز  .−[1,1
)2مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  ; 1)A k )و + ; )B k و( ; )C k−.   

]منتصف القطعة المستقيمة   Iو Cو Bو Aمثّل النقاط  � ]BC 1، وأنشئ النقطتينG 
  .−1Gو

.a ]من  kأثبت أنّه مهما كان العدد  � كان  −[1,1
21

k

k
AG BC

k
= −

+

����� ����
.  

.b ]المعرّف على المجال  fالتابع  تغيراتادرس  � بالصيغة  −[1,1
2

( )
1

x
f x

x
= −

+
.  

.c ]في المجال  kعندما تتحوّل  kGاستنتج مجموعة النقاط  � 1,1]−.  
  التي تحقّق Mالمكوّنة من النقاط  Eالمجموعة عيّن  3

2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − +
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
  التي تحقّق Mكوّنة من النقاط الم Fالمجموعة عيّن  �

2 2MA MB MC MA MB MC+ − = − −
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
)نزوّد الفضاء بمعلم متجانس  	 ; , , )O i j k

�� معطاة كما يأتي:  Cو Bو A. ونفترض أنّ النقاط �
(0,0,2)A و( 1,2,1)B )و − 1,2,5)C   معرّفة كما في السابق. Fو Eو kG، وأنّ −

.a   متقاطعتان. Fو E، وأثبت أنّ المجموعتين −1Gو 1Gاحسب إحداثيات النقطتين  �
.b   .Fو Eة من تقاطع المجموعتين الناتج  Γاحسب نصف قطر الدائرة  �

  

)نتأمّل معلماً متجانساً    ; , , )O OAOB OC
���� ���� ����

  .ABCمركز ثقل المثلث  G. ليكن 

)، وتحقّق أنّ Gاحسب إحداثيات  � )OG  عمودي على( )ABC.  
,2)تعرّف النقاط  � 0,0)A′ (0,2,0)وB C(0,0,3)و ′ )المستوي  ′ )A B C′ ′ ′.  

.a )اكتب معادلة للمستوي  � )A B C′ ′ ′.  

.b )أنّ  أثبت � , , )M x y z  تنتمي إلى المستقيم( )AC  إذا وُجد عددk  بحيث
1
0|x k

y
z k

= − =
 =

.  

.c )المشتركة بين المستقيم  Kاحسب إحداثيات النقطة  � )AC  والمستوي( )A B C′ ′ ′.  
.a )المشتركة بين المستقيم  Lالنقطة  احسب إحداثيات 3 )BC  والمستوي( )A B C′ ′ ′.  
.b )توازي المستقيمات أثبت  � )AB و( )A B′ )و ′ )KL.  
)عيّن تقاطع المستويين  � )ABC و( )A B C′ ′   بدلالة النقاط المعرّفة سابقاً. ′

  9  

  10  
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2ABمتوازي مستطيلات فيه  ABCDEFGHليكن    = 
1BCو GC= ]هي منتصف  I. النقطة = ]AB وJ  هي
]صف تمن ]CG.  

1نتأمّل المعلم المتجانس 
2

( ; , , )A AB AD AE
���� ���� ����

.  
  .IJو DJافتين المس احسب �
)أثبت أنّ المستقيمين  � )DI و( )IJ   متعامدان. واحسب�cos IJD.  

.a )مستوي أعط معادلة لل 3 )DIJ.  
.b )عن المستوي  Hبُعد  احسب � )DIJ .  
  .HDIJاحسب حجم رباعي الوجوه  �

.a )عمودياً على المستوي  Jالمار بالنقطة  dيلاً وسيطياً للمستقيم أعط تمث 	 )HDI.  
.b Jاحسب إحداثيات النقطة  � )والمستوي  dنقطة تقاطع المستقيم  ′ )HDI.  
.c )عن المستوي  Jجد بطرائق مختلفة بُعد النقطة  � )HDI.  

) متجانس في معلم  ; , , )O i j k
�� �

S-رم الهنتأمّل ،  OABC  حيثOA i=
���� OBو � i j= +

���� � � 
OCو j=

���� OSو � k=
��� 0عدداً يحقّق  t. وليكن � 1t< تعيين مقطع الهرم  نهدف إلى. >

xالذي معادلته  Pستوي بالم y t+   التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. t، وتعيين قيمة =
.a )المستقيمات  Pيقطع المستوي  � )OA و( )OC و( )SC و( )SB و( )SA  فيD وE 

  ارسم شكلاً وبيّن طبيعة هذا المقطع. بالترتيب. Hو Gو Fو
.b �  الرباعيأثبت أن DEFH  مستطيل، وعبّر عن مساحته بدلالةt.  
.c   .tبدلالة  FGH، ثمُّ مساحة المثلث G احسب إحداثيات النقطة �
.d )استنتج عبارة  � )tA  مساحة المقطع المنشود بدلالةt.  

  التي تجعل مساحة المقطع أعظمية.  t، واستنتج قيمة ]0,1[على المجال  A اطرادادرس  �
ACويقبل  OACالمستوي المار بمركز ثقل المثلث  استنتج أنّ  3

����
OSو 

���
يوافق  شعاعي توجيه 

  .مقطعاً أعظمي المساحة
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  الأعداد العقدية

  
  

    ������� 	��
�� �
�
�  

    ���
 	�
 �����  

 
   ����������� ���
 	���   

   ��������� � ���
 	�
 ����!   

  ���
 	��� �"�� �����  

  �#�#�$� %&���� '�( �#)&��� �*+��� ,� ��	&���  

  
  
  

  

       



 

100  

  

النهضة في أورو& مثل في القرن السادس عشر، اسـتطاع ر�ضيّاتيو عصر 

، لأوّل مرة حل معادلات من ا3رجة Bombelli وبومبِليّ  Cardano     كاردانو

ة لمثل هذه المعادلات، كانوا الثالثة وا3رجة الرابعة. ولكن لتعيين حلول حقيقيّ 

 أنهّ &لإمكان ليست كالأعداد المتعارفة. وهكذا برهن بومبِليّ  غريبةيسـتعملون أعداداً 

4xل كتابة الح =  S3للمعاد 15 4x x=   ، &لصيغة الاتٓية+

3 32 21 1 2 42 1 1− −− + + =  

  أنهّ يمكن التعبير عن الأعداد الحقيقيةّ بصيغ تخيّلية.  بذY موضحّاً 

كوf هذا  كانت عملية أخذ الجذر التربيعي لعدد سالب عملاً يتطلبّ الجرأة! 

  بنتائج إيجابية، مما جعل الناس أكثر ثقة &سـتعمال هذه الأعداد التخيلية.  الإقدام

 i استبدال الرمز EulerEulerEulerEuler وفي منتصف القرن الثامن عشر اقترح أويلر  

2 ، فصار−1&لكتابة  1i لأعداد التخيلية التي ، وبينّ دالمبير أنّ جميع ا−=

تكتب &لشكل  )الأعداد العقدية Gauss والتي أسماها غاوس( جرى اختراعها

a ib+  حيثa وb .عددان حقيقيان  
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���������	
��  
  انطلاقة نشطة 

)لنتأّمّل معلماً متجانساً  ; , )O u v
نقطة  Mفي المستوي. إذا كانت  ��

: Oعن  Mبواسطة بُعد  Mأمكننا تعيين موقع  Oمختلفة عن 
r OM=  والزاوية( , )u OMθ =

����
 Oمختلفة عن  M. في حالة نقطة �

)نسمي الزوج  , )r θ  الذي يحققr OM= و( , )u OMθ =
����
زوجاً من  �

). ونعبّر عن ذلك بالكتابة Mالإحداثيات القطبية للنقطة  ; )M r θ وإذا .
)هي  Mكانت الإحداثيات الديكارتية للنقطة  , )x y كان:  

2 2 cos s n, , ir r rx y x yθ θ=+ ==  
لن نستعرض إنشاءً دقيقاً من وجهة نظر الرياضيات لمجموعة الأعداد العقدية التي يُرمز إليها عادة 

ما  1811. ولكننا سنعتمد مقاربة قريبة من مُقاربة غاوس الذي كتب في رسالة تعود إلى عام Cبالرمز 
لما يمكننا تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية بواسطة خط مستقيم...، كذلك يمكننا أن نتخيل مثيأتي : 

 bوترتيبها  aبواسطة مستو حيث توافق كل نقطة  محدّدة بفاصلتها ممثلة الأعداد الحقيقية والتخيلية 
aالعدد العقدي  ib+... ويقترن اسم الرياضياتي السويسري آرغان ،Argand  الذي عاش في الفترة

  بهذا التمثيل للأعداد العقدية. 1768-1822
  

  التمثيل �
)نتأمّل معلماً متجانساً  ; , )O OI OJ

��� ���

محور الفواصل يمثل  . نقبل أنّ 
بالنقطة  x، وعليه يُمثّل العدد الحقيقي ℝمجموعة الأعداد الحقيقية 

( , 0)P x ،ٌونصطلح أنّ كل نقطة أخرى في المستوي هي أيضاً عدد .
  قدي.عددٌ عولكنه ليس عدداً حقيقياً معتاداً بل 

,0). وأنّ النقطة iتمثّل العدد العقدي الذي يُرمز إليه بالرمز  J(0,1)نصطلح أنّ النقطة  � )N y  تمثّل
i)أو ( iyالعدد  y×  ّلاحظ أنON yOJ=

���� ���

 .   
1الأعداد  التي تمثّل 3Nو 2Nو 1Nوضّع النقاط   ���� 3y i= 2و  × 0y i= 3و × ( 1)y i× −= 

 ثمُّ اكتب إحداثيات كل منها. 

,0)5و N(0,5)4ما هي الأعداد التي تمثلها النقاط  ���� 2)N   ؟−

r

θ

M
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)نصطلح أنّ النقطة  � , )M a b  تمثّل العدد العقديa ib+ الذي هو مجموع العدد الحقيقي ،a  والعدد
OM.  لاحظ أنّ ibالعقدي  aOI bOJ= +

���� ��� ���

 .  
 لأعدادا التي تمثّل 3Mو 2Mو 1Mوضّع النقاط   ����

1 2 3z i= + 2و × 1 4z i= − + 3و  × ( )5 2z i× −= +  
  ثمُّ اكتب إحداثيات كل منها.

)5و M(1,2)4ما هي الأعداد العقدية التي تمثلها النقاط   ���� 3.2,4)M   ؟−

): تمثل كل نقطة  الخلاصة  , )M a b  العدد العقديa ib+ ل كل عدد عقديويمث .
z a ib= )إحداثياتها  Mبنقطة  + , )a b.  

  
  الحساب باستعمال هذه الأعداد الجديدة �

لحسابات على الأعداد العقدية بأسلوب الأعداد الحقيقية ذاته مع إضافة واحدة هي أنّنا عند تجري ا
  . فمثلاً −1نضع  2iحساب 

2

(3 2 ) (5 3 ) 8

(3 2 ) (5 3 ) 1 9 105 6

1 )5

2

(6

1

19

i i i

i i i i

i

i

i

+ + − = −

+ ⋅ − = + −

−= + − ×

= +

−  

  احسب المقادير الآتية :  ����

( 2 7 ) (4 3 ), ( 2 7 ) (4 3 )

(3 4 )(3 4 ), ( 2 7 )(4 3 )

B i i A i i

D i i C i i

= − + − − = − + + −

= + − = − + −
  

  احسب أيضاً :  ����

2

3 3

(1 ) , 2 (3 4 )

( 1 3 ) ,

B i A i i

D i C i

= − = +

= − + =
  

)احسب بوجه عام   ���� )( )a ib a ib′ ′+ aو aحيث  +   هي أعداد حقيقية.  ′bو bو ′

I

M
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P
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b
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        مجموعة الأعداد العقدية    
)نتأمّل معلماً متجانساً  ; , )O OI OJ

��� ���

  في المستوي. 
1.1 . . . . 
���� ���� ������ �����        

 ،عدداً عقدياً نسميه  ،نصطلح أنّ كل نقطة من المستوي تمثّل عدداً 
، وكل iالعدد العقدي الذي يُرمز إليه  J(0,1)تمثّل النقطة واحداً فقط. 

)نقطة  , )M a b  تمثّل العدد العقديz a ib= ، وعندها نقول إنّ النقطة +
M  العدد العقدي  صورةهيz . نرمز إلى مجموعة الأعداد العقدية

  . Cبالرمز 
0xهو أيضاً عدد عقدي لأنّ  xعدد حقيقي  كلّ  x i= + عدد عقدي من النمط  ، ويسمى كلّ ×

ib ) حيثb هكذا يمثّل محور الفواصل مجموعة الأعداد الحقيقية، و  تخيلياً بحتاً. اً عدد  )عددٌ حقيقي
 ة البحتة.ليّ ويمثل محور التراتيب مجموعة الأعداد التخي   

  

    
  1  تعريف

zتسمّى الكتابة  a ib=   .zعقدي للعدد ال الشكل الجبريعددان حقيقيّان،  bو aحيث  +
)Reونكتب  zللعدد العقدي  الجزء الحقيقي aنسمي   ���� )a z=. 

)Imونكتب  zللعدد العقدي  الجزء التخيلي bونسمي   ���� )b z=. 

)Imيعني أنّ  حقيقيz  القول إنّ   ���� ) 0z =. 

)Reيعني أنّ  بحتٌ  لي تخيz  والقول إنّ   ���� ) 0z =. 

2المقدار  z طويلة العدد العقدينسمّي   ���� 2| |z a b= بُعد النقطة  OMوهو يمثّل الطول  +
( , )M a b  عن المبدأO. 

aتساوى عددان عقديان إذا مثّلا النقطة ذاتها في المستوي أي يوأخيراً  ���� ib a ib′ ′+ = ذا إ +
a(وفقط إذا كان  a b)و =′ b′=. 

.2.1 � ����� ����� C  

2نصطلح أنّ  ���� 1i i i× = = −. 
عمليات المماثلة بعمليتين : الجمع والضرب، لهما خواص ال Cنزوّد مجموعة الأعداد العقدية  ����

2iبالمقدار  −1، فقط نستبدل Rفي  i i=  عند ظهوره في الحسابات. ×

I

( )M a ib+

J

b

aO
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zو zوعليه في حالة عددين عقديين  ���� z يأتي كما كتبان بالشكل الجبرييُ  ′ a ib= + 
zو a ib′ ′ ′=  لدينا +

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

z z a ib a ib a a i b b

zz a ib a ib aa bb i ab ba

′ ′ ′ ′ ′+ = + + + = + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + = − + +
 

 يكون  bو aستناداً إلى قواعد الحساب المشار إليها أعلاه، في حالة عددين حقيقيين ا ����
2 2 2 2 2( )( )a ib a ib a iab iab i b a b+ − = − + − = + 

  من المفيد ملاحظة أنّ  
Re( ) Re( ) Re( )z z z z′ ′+ = )Imو   + ) Im( ) Im( )z z z z′ ′+ = +  

الجزأين الحقيقيين مثلاً كما  زء الحقيقي لجداء ضرب يساوي جداء ضربجالاعتقاد أنّ ال الخطأولكن من 
  ضح ذلك قاعدة الضرب.تو 

  تكريساً للفهم 

a الكتابةمالشرط لتكون   ib+ ؟ شكلاً جبرياً لعدد عقدي  
 هاالتي يمثل Mهما في الحقيقة فاصلة وترتيب النقطة لأنّ  ن.ين حقيقييعدد bو aيجب أن يكون 

  هذا العدد العقدي.

|لماذا نستعمل الرمز   |z  للدلالة على طويلة العدد العقديz ؟  
يُكتب بالشكل  aلأنّ هذا المفهوم يُعمّم مفهوم القيمة المطلقة لعدد حقيقي، فكلّ عدد حقيقي 

0a a i= +  .a، وهي كما نعلم تساوي القيمة المطلقة للعدد 2a، ومن ثَمّ تكون طويلته ×
  إذن القيمة المطلقة لعدد حقيقي تساوي طويلته إذا نظرنا إليه بصفته عدداً عقدياً.

  ما عكس عدد عقدي ؟ 
zإنّ عكس العدد العقدي  a ib= zهو  + a ib− = − ) لأنّ  − ) ( ) 0a ib a ib+ + − − =. 

Mوهندسياً النقطة  بالنسبة إلى  z)الموافقة للعدد ( Mهي نظيرة النقطة  −zالموافقة للعدد  ′
  .Oالمبدأ 

  ما مقلوب عدد عقدي غير معدوم ؟ 

zإنّ مقلوب العدد العقدي  a ib= 0zحيث  + 1هو العدد  ≠ 1

z a ib
=
+

ولكنّ هذا العدد ليس  

aموضوعاً بالشكل الجبري المألوف لذلك نضرب البسط والمقام بالعدد  ib− مستفيدين من ،
2الخاصّة التي رأينا ها سابقاً :  2( )( )a ib a ib a b+ − =   لنجد  .+

2 2 2 2 2 2

1 a ib a b
i

z a b a b a b

− −
= = +

+ + +
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   Cحسابات في   

1نضع  3 2z i= 2و + 2z i= . اكتب بالشكل الجبري كلاً من الأعداد العقدية الآتية: −

1 2z z+ 1و 2z z و
1

1

z
و 

2

1

z
.  

  
1نلاحظ أوّلاً أنّ  ���� 2 (3 2 ) (2 ) 5z z i i i+ = + + − = +. 

2لك وكذ ����
1 2 (3 2 )(2 ) 6 3 4 2 8z z i i i i i i= + − = − + − = +. 

 غير معدوم إذن له مقلوب ولدينا 1zالعدد عقدي  ����

1

1 1 3 2 3 2

3 2 9 4 13 13

i
i

z i

−
= = = −
+ +

 

 ونجد بالمثل أنّ  ����

2

1 1 2 2 1

2 5 5 5

i
i

z i

+
= = = +
−

  

 
   تَدربْ 

1في المستوي. وليكن  Mدياً تمثله نقطة عدداً عق xليكن   � 2z xi= + 
2و 3 4z x i= + Mبالشكل الجبري في حالة  2zو 1z. اكتب + A=  أو

M B= أوM C= حيث ،A وB وC  .مبينة في الشكل المجاور  

3نضع  zفي حالة عدد عقدي    � 2(1 ) (4 5 ) 6) (4 )(P z i z i iz z− − − − + . احسب كلاً =+
)من  )P i و( 2)P 3)و − 2 )P i−.  

  بسّط العبارتين: �
2 2

2 2

i i
z

i i

+ −
= +

− +
1)8و  � )w i= + �.   

  عداد العقدية الآتية:أعط الشكل الجبري للأ �
2

2 1

2
4 3

2
6 5

8 7

10 9

(1 ) (2 )(3 2 )

(1 2 )(1 2 ) (1 )

(4 3 ) (3 5)(3 5)

1 4 6

2 3 2
4 6 1 3 3 6 4

2 3 3 2 3 3

z i z i i

z i i z i

z i z i i

i
z z

i i
i i i

z z
i i i i

= + = + −

= + − = −

= − = + −

−
= =
− +
  − + −  = = +     − + + −  

� �

� 	


 �

� 


� �

   

  

  الحل

 مثال

O 1 2

A

B

C

1

2
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   مرافق عدد عقدي 

.1.2 �
�����   

    
  2  تعريف

zمرافق العدد العقدي إنّ  a ib= حقيقيان، هو  bو aحيث  +
aالعدد العقدي  ib−  الذي نرمز إليهz.    

Mلاحظ أنّ النقطة  zالموافقة للعدد العقدي  ′ a ib= هي  −
zالموافقة للعدد العقدي  Mنظيرة النقطة  a ib= بالنسبة إلى  +

|ونلاحظ أنّ  .لفواصلمحور ا | | |z z=  ّلأن OM OM ′=.  
1فمثلاً في حالة  1z i= 2و + 3z 3و = 2z i= 1لدينا  − 1z i= 2و − 3z 3و = 2z i=.  

.2.2  ���� ! "#��$  
)ذاته  zهو العدد العقدي  zإنّ مرافق العدد العقدي  ���� )z z=. 
zإذا كان  ���� a ib= 2zعددان حقيقيان كان  bو aو + z a+ 2zو = z ib−  ذنإ =

Re( )
2

z z
z

+
)Imو    = )

2

z z
z

i

−
= 

zيكون حقيقياً إذا وفقط إذا كان  zنستنتج مما سبق أنّ العدد العقدي  ���� z= وأنّه يكون ،
zتخيلياً بحتاً إذا وفقط إذا كان  z= −. 

2وأخيراً لأنّ  ���� 2 2( )( ) | |zz a ib a ib a b z= + − = +  استنتجنا العلاقة الأساسية: =
2| |zz z= 

    
  1مبرهنة  

zافقيهما : إنّ مرافق مجموع عددين عقديين يساوي مجموع مر  � w z w+ = +.  
zw إنّ مرافق جداء عددين عقديين يساوي جداء مرافقيهما : � z w= ×.  

 إنّ مرافق خارج قسمة عددين عقديين يساوي خارج قسمة مرافقيهما : 	
z z

w w

  =  
 ،0w ≠.  

  الإثبات
zلنفترض أنّ  � a ib= wو + c id= )عندئذ  + )z w a c i b d+ = + +   ومن ثَمّ  +

( )z w a c i b d a ib c id z w+ = + − + = − + − = +  
  بالمثل. 	و �ونترك للقارئ إثبات صحة الخاصتين 

I

( )M a ib+
J

b

aO

( )bM a i′ −b−
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 nعدداً عقدياً أو جداء ضرب  n: يمكن تعميم الخواص السابقة دون عناء على مجموع  ملاحظة
  :n، في حالة عدد طبيعي غير معدوم عدداً عقدياً. وبوجه خاص لدينا

( ) ( )n nz z=  

  تكريساً للفهم 

  ما الفائدة من استعمال مرافق عدد عقدي ؟ 
 عدداً حقيقياً. zzإنّه يفيد في حساب الشكل الجبري لخارج قسمة بسبب كون العدد  ����

 قيقياً أو تخيلياً بحتاً.رط لازم وكافٍ ليكون عددٌ عقدي ما حشويفيد في إعطاء  ����

   حساب الشكل الجبري لخارج قسمة  

  :اكتب بالشكل الجبري كلاً من الأعداد العقدية الآتية  

1

2

3 2

i
z

i

−
=
+

2و     

1 1

2 3
z

i i
= −
+ −

  

  م بمرافق المقام.لحساب الشكل الجبري لخارج قسمة نضرب كلاً من البسط والمقا 

  
3لمّا كان مرافق  ���� 2i+  3يساوي 2i−  ّاستنتجنا أن 

1

3 2

3 2

(2 )( ) 4 7 4 7

(3 2 )( ) 9 4 13 13

i

i

i i
z i

i

− −
= = = −

+

−

− +
  

 وكذلك في الحالة الثانية : ����

2 (2 )( ) (3 )( )
2 3 4 2 3 1 3

4 1 9 1 10 1

2 3

2

0 1

3

0 10

z
i i

i

i i

i i i

i i

i

= −
+ −
− + − +

= − = − = −

− +

− +

+ +

  

 
   تَدربْ 

  الآتية: Zمرافق كل من الأعداد العقدية  zاكتب بدلالة  �
2

3 3 2

3 2 4
( 1)( )

2 3
(1 2 ) 2 1 3

z iz
Z Z z z i

z i
Z iz Z z iz i

− +
= = − +

−
= + = + + −

� �

� 	

  

  :zحلّ كلاً من المعادلات الآتية بالمجهول  �
2 3 3 2 2

1
2 1

1

iz z i z z

z
i z i

z

+ = + − =

−
= = −

+

� �

� 	
  

  الحل

 مثال
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   الشكل المثلثي لعدد عقدي        

) وفي الفقرات اللاحقة نزوّد المستوي بمعلم متجانس  الفقرةفي هذه    ; , )O u v
OI، حيث �� u=

���
�  

OJو v=
���

�.  

)سنقرن بكل نقطة  , )M a b  العدد العقديa ib z+  M. ولكن إذا كانت =
)إحداثيات قطبية  Mكان للنقطة  Oمختلفة عن  ; )r θحيث ،  

2 2r OM a b= = ) و  + , )OI OMθ =
��� ����

.  

cosaنّ نستنتج إذن أ r θ= وsinb r θ= ّومن ثَم ،  
(co si )s nz r iθ θ+=  

    
  3تعريف  

zعدداً عقدياً غير معدوم،  zليكن  a ib= ددان حقيقيان أحدهما على الأقل ع bو aحيث  +
  غير معدوم.

arg، ونرمزها z زاويةً للعدد العقدينسمي  ���� z أي قياس بالراديان للزاوية ،( , )OI OM
��� ����

. 
)cosالصيغة  ينسمّ  ���� sin )z r iθ θ+=  الشكل المثلثي للعدد العقديz حيث 

| |r z=   2  وrg ( )a z θ π=1  

  فَكرْ     

)cosانطلاقاً من  sin )z r iθ θ+=  ّنلاحظ أن  
cos sin ) cos( ) sin( ))

cos sin ) cos( ) sin( )

(

)

(

( (

z r r

z r r

i i

i i

θ θ θ θ

θ θ θ π θ π

=

− =

− = − + −

+− − = + +
  

  إذن
arg argz z= )arg  و   − ) argz zπ− = +.  

    
  3نتيجة  

aشكله الجبري  zفي حالة عدد عقدي  ib+  وشكله المثلثي s(cos in )r iθ θ+: 
cosaيكون  θو rعند معرفة  ���� r θ= وsinb r θ=. 
2يكون  bو aعند معرفة  ���� 2| |r z a b= =  هي معرّفة بالشرطين θ، و+

cos
a

r
θ sinو =

b

r
θ =  

                                                 
2)تذكّر أن الكتابة  1 )θ ϕ π=  ّ2تعني أن kθ ϕ π=   .ℤعدد من  kحيث  +

I

( )M z

J

b

aO u
�

v
�

r

θ
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1zكان  إذا ���� i= 2rكان  − cosو  =
1

2
θ sinو =

1

2
θ = إذن يمكن أن نختار   .−

4

π
θ = ). إذن zزاوية للعدد العقدي  − ) ( )( )

4 4
cos sin2z iπ π− + −=.  

)إذا كان  ���� ) ( )( )5 5
6 6

os s2 c iniz π π+=  3كانz i= − +.  

  فَكرْ     

)cosإذا تساوى العددان    sin )z r iθ θ+= وcos in( s )z r iθ θ′ +′ وهما مكتوبان بشكلهما  =′′
rالمثلثي كان  r 2)و =′ )θ θ π′=لماذا؟ ،  

  تكريساً للفهم 

  ؟ما فائدة الشكل المثلثي لعدد عقدي 

، عن طريق تفسير الطويلة تفيد هذه الصيغة بتوضيح الصلة مع المعنى الهندسي للعدد العقدي  ����
 بدلالة البُعد عن المبدأ والزاوية باعتبارها قياساً لزاوية موجهة بين أشعة.

 عداد العقدية، وقواها.وهي كما سنرى مفيدة في إيجاد طريقة فعّالة جداً لحساب جداء ضرب الأ  ����
cos)+متى لا تُمثّل الكتابة   sin )z r iθ θ=  ًمثلثياً لعدد عقدي؟ شكلاً دوما  

0rعندما لا يتحقّق الشرط   ���� cos)2في حالة . فمثلاً < sin )z iθ θ= −  نكتب +
2( cos sin ) 2(cos( ) sin( ))z i iθ θ θ π θ π= − − = + + +  

|فنستنتج أنّ    | 2z argو  = (2 )z θ π π= +  

  ما الخواص التي تجب معرفتها بشأن زاوية عدد عقدي؟ 
  : z في حالة عدد عقدي غير معدوم  

argحقيقياً إذا وفقط إذا كان  zيكون   ���� 0 (2 )z π= أوarg (2 )z π π=. 

arg تخيلياً بحتاً إذا وفقط إذا كان zيكون   ���� (2 )
2

z
π
π= أوarg (2 )

2
z

π
π= −. 

argولدينا دوماً   ���� arg (2 )z z π= )argو − ) arg (2 )z z π π− = +.  

  

 مثال

( )M z

u
�

v
�

θ

( )M z( )M z−

θ−

π
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  الانتقال من الشكل الجبري إلى الشكل المثلثي وبالعكس  
1ليكن  � 3z i=   .1z. أعط الشكل المثلثي للعدد +
وزاويته   3ي الذي طويلته العدد العقد 2zليكن  �

4
π− 2. أعط الشكل الجبري للعددz.  

  
aالشكل  1zللعدد  � ib+  3حيثa 1bو = 2. إذن = 2 2r a b= + تتعين  θ، الزاوية =

3بالشرطين 
cos

2
θ 1و =

sin
2

θ 2. إذن = ( )
6

k k
π

θ π= + ∈ℤ1 . ومنه 6 6
2(cos sin )z iπ π= +.  

3rلدينا  هنا � و =
4
πθ = )إذن :  − ) ( )( )2 4 4

3 2 3 2
3 cos sin

2 2
z i iπ π= − + − = −.  

 
  تَدربْ 

من اعتبارات هندسية  ثمُّ أعط زاوية لكل منها انطلاقاً مثّل الأعداد الآتية في المستوي العقدي،   �
  .ودون إجراء حسابات

1 , 1 ,5, 3, 3 , 4 4 , 5 , 3 3i i i i i i+ − − − − − +  
  اكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد العقدية الآتية:   �

2 1

4 3

6 5

2 2 3 2 2

2 4 4

4 1 3

1 4 4

z i z i

z i z i

i
z z

i

= + = − +

= − = −

= = − +
−

� �

� 	


 �

     

أعط الأعداد  .ABCDEFومسدّساً  ABCDفي الشكل المجاور مثّلنا في معلم متجانس مربّعاً   �
  .كلّ منهما العقدية التي تمثّل كلاً من رؤوس

  

الذي يمثلها  zالعقدي  ق العددالتي يحقّ  Mعيّن مجموعة النقاط الحالات الآتية،  كل من في  �
  الشرط المعطى:

2
arg arg

3 3
3 arg

Im( ) 1 Re( ) 2

z z

z z

z z

π π

π

= − =

= =

= = −

� �

� 	


 �

  

  الحل

 مثال

O

1

11−

1−

AB

C D

A

BC

D

E F

1

1
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   عدد عقدي وزاويته طويلة خواص     

1....4 . . . .	
��� ����% ��& '��( 	
)�*) 	�
�+        

    
  4مبرهنة  

zو zالعددان العقديان غير المعدومين  كانأياً    كان ′
| | | | | |zz z z′ ′= )argو     × ) arg arg (2 )zz z z π′ ′= +  

  الإثبات
)cosلنفترض أنّ  sin )z r iθ θ+= وcos in( s )z r iθ θ′ +′   حيث =′′

| |r z=  وarg zθ |و  = |r z′ argو  =′ zθ′ ′=  
  عندئذ

( )
( )

cos sin ) cos sin )

(cos cos sin sin ) (cos sin sin cos )

cos( ) si )

( (

n(

i i

rr

z r

i

r

r

r

z

i

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

′ ′+ × +′ ′

′ ′ ′ ′ ′

× =

= − + +

′ ′ ′= + + +

   

0rrولأنّ  ′ |استنتجنا أنّ  < |zz rr′ )argوأنّ  =′ )zz θ θ′ ′= +.  

    
)ليكن  ) ( )( )

5 5
2 cos sinz iπ π= )و + ) ( )( )

4 4
3 cos sinz iπ π′ = − +   عندئذ. −

| | 2 3 6zz ′ = × )argو   = )
5 4 20

zz
π π π

′ = − = −  

)ومنه  ) ( )( )
20 20

6 cos sinzz iπ π′ = − + −.   

  النتيجة المهمة الآتية: nونثبت بالتدريج على العدد 

    
  5نتيجة  

  كان n، وأياً كان العدد الطبيعي zالعدد العقدي غير المعدوم  كانأياً 
| | | |n nz z=     وarg( ) arg (2 )nz n z π=  

)cosوبصياغة أخرى، عند وضع  sin )z r iθ θ+=، نجد  
( ) ( )(cos sin ) cos sin

n nr i r n i nθ θ θ θ+ = +  
1rأي  1أمّا الحالة الخاصة الموافقة لعدد عقدي طويلته تساوي    فتعطينا =

) : رڤدستور دوموا )cos sin cos sin
n

i n i nθ θ θ θ+ = +  

 مثال
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2....4 . . . .,
��� -
��� 	.�� /0�1 	
)�*) 	�
�+        

    
  6مبرهنة  

zو zالعددان العقديان غير المعدومين  كانأياً    كان ′
| |

| |

zz

z z
=
′ ′

argو      arg arg (2 )
z

z z
z

π
  ′= −  ′ 

  

1وبوجه خاص  1

| |w w
1و =

arg arg (2 )w
w

π
  = −  

0wفي حالة   ≠.  

  الإثبات

zلنضع 
w

z
=
′

zفيكون   wz | ، ومن ثَمّ =′ | | | | |z w z ′= argو × arg arg (2 )z w z π′= ، ومنه +

  النتيجة المرجوّة.

    
)ليكن  ) ( )( )2 2

3 3
4 cos sinz iπ π= )و + ) ( )( )3

2 6 6
cos sinz iπ π′ = − +   . عندئذ−

4 8

3/2 3

z

z
= =
′

2و    5
arg

3 6 6

z

z

π π π     = − − =     ′   
  

)ومنه  ) ( )( )5 5
6 6

8
cos sin

3

z
i

z
π π= +

′
.   

  تكريساً للفهم 

  ؟ ما هي قواعد حساب الطويلة 
تذكّر أن طويلة جداء ضرب عددين عقديين تساوي جداء ضرب الطويلتين، وطويلة خارج قسمتهما 

   .هي خارج قسمة الطويلتين
تساوي مجموع  لاعموماً طويلة مجموع عددين عقديين  لكنو 

zتأمل مثلاً  ؛الطويلتين z′ = 0zو − 0zعندئذ  ≠ z ′+ = 
|و | | | 0z z ′+ | متراجحة المثلث لدينا، ولكن < | | | | |z z z z′ ′+ ≤ + 

OM في الشكل المجاور بينةالم OM OM′′ ′≤ +.  

    

1)5 : الشكل الجبري لكل من العددين أعطِ  3)z i= و   −
4

3

(1 )

( 3 )

i
w

i

+
=

+
.  

  عند حساب القوى يُفضّل استعمال التمثيل المثلثي. 

 مثال

 مثال

I

( )M z z′′ ′+

J

aO

( )M z′ ′

( )M z
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1لنضع  �  3z i′ = |، نلاحظ أنّ − | 2z ′ و =

3
arg z π′ =   ، إذن−

( ) ( )( )
3 3

2 cos sinz iπ π′ = − + −  
  نستنتج من ذلك أنّ 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

5 5 5 5
3 3

5

3 3

2 cos sin

2 cos sin 16 16 3

z z i

i i

π π

π π

′= = − + −

= + = +
  

)هنا أيضاً نلاحظ أنّ  � ) ( )( )
4 4

1 2 cos sini iπ π+ =   ومنه  +

( ) ( ) ( )( )
4

4 4 4
4 4

(1 ) 2 cos sin 4i iπ π+ = + = −  
)وكذلك  ) ( )( )

6 6
3 2 cos sini iπ π+ =   ومنه  +

( ) ( )( )3 3

2 2
( 3 ) 2 cos sin 8i i iπ π+ = + =  

4 إذن / (8 )
2

i
w i= − =.  

 
  تَدربْ 

  .اكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد  �
5

23 1 3
(1 )

1

i i
z z z i

i i

 − − = = = −   + 
	 � �   

1نعطى العددين العقديين   �

6 2

2

i
z

−
2و = 1z i= −.  

1و 2zو 1zاكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد  �

2

z

z
.  

1اكتب بالشكل الجبري �

2

z

z
.  

6استنتج أنّ  	 2
cos

12 4

π +
6و    = 2

sin
12 4

π −
=.  

1اكتب بالشكل المثلثي العدد العقدي   � 3i+  1واستنتج الشكل المثلثي للعدد 3i− ًوأخيرا ، 
  احسب العددين:

5 5 5 5
2 1(1 3) (1 3) (1 3) (1 3)z i i z i i= + − − = + + −� �  

  ة الآتيةاكتب بالشكل المثلثي كلاً من الأعداد العقدي  �

( ) ( )
( )

6 6

5 5 8 8
2016

9 9

sin cos cos sin

(1 ) (1 ) cos sin

z i z i

z i z i i

π π π π

π π

= + = +

= + = + +

� �

� 	
  

  الحل
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  الشكل الأسي لعدد عقدي     

1....5 . . . .�2����  �)��3 4��
�+ ���� ��� 	��2  
cosبالصيغة  يُكتب كل عدد عقدي طويلته تساوي الواحد siniθ θ+ وبالعكس طويلة كل عدد من هذا ،

  . أيU. نرمز عادة إلى مجموعة الأعداد العقدية التي تساوي طويلتها الواحد بالرمز 1الشكل تساوي 
{ } { }: | | 1 cos sin :z z iθ θ θ= ∈ = = + ∈U ℂ ℝ  

:لتابع يجعلنا هذا نفكّر با ( )θ θE E֏  الذي يقرن بكل عدد حقيقيθ  العدد( ) cos siniθ θ θ= +E 
  الخاصة المهمة الآتية : E. يُحقّق التابع Uمن 

( ) ( ) ( )θ θ θ θ′ ′+ = ⋅E E E   
  في الحقيقة

( ) ( ) (cos sin )(cos sin )

(cos cos sin sin ) (sin cos cos sin )

cos( ) sin( )

( )

i i

i

i

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

′ ′ ′⋅ = + +

′ ′ ′ ′= − + +

′ ′= + + +

′= +

E E

E

  

يؤدي دوراً يشبه دور التابع الأسّي، فهو يحوّل المجموع إلى جداء ضرب، ومنه  Eوعليه نرى أنّ التابع 
ieجاءت فكرة وضع الرمز الجديد  θ  دلالة على( )θE  الآتي:ومنه التعريف  

    
  4  تعريف

ieبالرمز  θالذي طويلته تساوي الواحد وزاويته تساوي يُرمز إلى العدد العقدي  θ  فيكون  
cos sinie iθ θ θ= +  

1ieوعلى وجه الخصوص لدينا  π = 2و −
i
e i
π

=.  

  فَكرْ     

0لما كان  0i=   تحقّق أنّهما متّفقان.  0eصار هناك تعريفان للعدد  ×

2....5 . . . .	!����  	����  
| بالصيغة  z غير معدوميُكتب كل عدد عقدي  | (cos sin )z z iθ θ= داً إلى ما سبق يُكتب ، واستنا+

|هذا العدد بالشكل  | iz z e θ=: ومنه التعريف الآتي .  

    
  5تعريف  

|هو الصيغة  θزاويته  zغير معدوم  الشكل الأسّي لعدد عقدي | iz z e θ=.  
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  في الفقرة السابقة المتعلقة بالتمثيل المثلثي نجد : وبالاستفادة مما أثبتناه

    
  7مبرهنة  

rو rعددين موجبين تماماً في حالة    لدينا ′θو θوعددين حقيقييْن  ′
( ) ( )

( , (2 ))

i
i i i i

i

i i i i

re r
e re r e rr e

rr e

re r e r r re re

θ
θ θ θ θ θ θ

θ

θ θ θ θθ θ π

′ ′ ′− +
′

′ −

′ ′= × =
′′

′ ′ ′= ⇔ = = =

� �

� �

   

  ونترك للقارئ إثبات النتيجة المهمة ولكن بسيطة الإثبات الآتية:

    
  8  نتيجة

  كان nوالعدد الصحيح  θي أياً كان العدد الحقيق :دستور دوموافر �

( )
n

i ine eθ θ=.  
  كان θأياً كان العدد الحقيقي : أويلر علاقتا �

sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

cosأو    =
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

  الانتقال من الشكل الجبري إلى الأسّي وبالعكس  

4صور الأعداد  3Mو 2Mو 1Mط وضّع النقا �
1 2

i
z e

π

23و =
2 2

i
z e

π

2و =
3

3 3
i

z e
π−

= ،
  ثمُّ عيّن الشكل الجبري لكل من هذه الأعداد العقدية.

العقدية التي تمثل  وبالعكس، اكتب بالشكل الأسي الأعداد �
1Mالنقاط  2Mو ′ 3Mو ′   ومة في الشكل. سالمر  ′

1احسب المقادير  � 2z z× 1و

2

z

z
5و 

3( )z .بالشكل الأسي  

  
 1Mنعرف طويلة وزاوية كل من هذه الأعداد. فمثلاً لتعيين  � 

]نرسم نصف المستقيم  )OA  زاوية قدرها الذي يصنع
4
π  معOI

���

. ثمُّ 
1بحيث  1Mنعيّن عليه  2OM    .3Mو 2Mونعيّن بالمثل  .=

1ونحسب  2 2z i= 3و  +
2 2
z i=  3و 3

3 2 2
z i= − −.  

  ونجد بقراءة الشكل �
6

1 2
i

z e
π

′ 2و =
iz e π′ 3و  =

4
3 2 2

i
z e

π−′ =.  

  الحل

 مثال

O I

J 1M
′

2M
′

3M
′ 2−

3

1−

O I

2M

J

1−

1M

3M
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  القوىستعمال قواعد حساب اونجد أخيراً ب �
( )

( )

3
4 2 4

4 2 4

2 10 2
3 3 3

1 2

1

2

5 5 5
3

3
2 3

2
2 4

3/2 3

( 3) ( ) 9 3 9 3

i i

i i

i i i

z z e e

z
e e

z

z e e e

π π π

π π π

π π π

+

− −

− −

= × =

= =

= = =

�

�

�

   

  تعيين الشكل الأسي لعدد عقدي  
عدداً من المجال  θليكن 

2 2
] , [π π− 21. أعط الشكل الأسي للعدد العقدي iz e θ= +.  

  
  نلاحظ أنّ 

( )

21 cos2 sin2 2 cos (2 sin cos )

2 cos cos sin (2 cos ) i

z i i

i e θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

= + + = +

= + =
   

cosولكن  0θ من   θفي حالة  <
2 2

] , [π π−.  2)إذن الشكل الأسي المطلوب هو cos ) iz e θθ=.  
  

 
  تَدربْ 

3/نضع   �
1

iz e π= 4/و
2 3 iz e π−= 2و /3

3 2 iz e π=. جِد الشكل الأسي للأعداد الآتية  
3 41 2

1 2 1 1 2 3 3
2 3

, , , , ,
z z

z z z z z z z
z z

  

  كتب بالشكل الأسي كلاً من الأعداد العقدية الآتية:ا �
/3

2 1

4 /4
4 3

4 4 /3
6 5

55

8 74

/3 /4
10 9

(1 ) 3 2 3 6

(1 3) (1 2)

6
(1 3)

1

(2 3 2 ) 1

3(1 )

3 12

i

i

i

i i

z i e z i

z i z e

z i e z
i

i i
z z

ii

z ie z e

π

π

π

π π

= + = +

= + = −

= + =
+

 + + = =   +−

= = −

� �

� 	


 �

� 


� �

   

32/نضع  �

1
iZ e

i

π−
=
+

   بيّن أي الخواص الآتية صحيحة: 

13
12

/3(1 ) 1

arg
12

i

i

Z i e Z

Z e Z
π

π

π

= − − =

= = −

� �

� 	
  

  الحل

 مثال
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  المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية     

دلة من الشكل نذكّر أنّ المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية هي كل معا
2 0aX bX c+ + 0aو حقيقيةثلاثة أعداد  cو bو aحيث  X، بالمجهول = وحل هذه  .≠

2التي تحقّق  wلعقدية هو إيجاد جميع الأعداد ا Cالمعادلة في  0aw bw c+ + حلاً  w، نسمي =
  يمكن أن يكونا منطبقين. Cن في رهن أنّ لهذه المعادلة عموماً حلّيللمعادلة أو جذراً لها. سنب

2azإلى تحليل  Rحالة  لحل هذه المعادلة نعمد كما في bz c+ إلى جداء ضرب عاملين،  +
هي نفسها قواعد  Cولهذا الهدف نسعى إلى كتابته بالشكل القانوني متذكّرين أنّ قواعد الحساب في 

2نا كما جرت العادة . فإذا وضعRالحساب في  4b ac∆ =   أمكننا أن نكتب −
2 22

2

2 2

4

2 24 4

b b ac b
az bz c a z a z

a aa a

       − ∆      + + = + − = + −                    
  

0aولأنّ  2استنتجنا أنّ حل المعادلة  ≠ 0az bz c+ +   يؤول إلى حل  =
2

2
0

2 4

b
z

a a

  ∆ + − =  
  

  مُميّز المعادلة. ∆حيث نسمي العدد 
∆0إذا كان  � استنتجنا  Cمحتواة في  Rفنحن نعلم أنّ للمعادلة حلّين حققيين وحلين فقط، ولأنّ  <

  حلين هما Cأنّ للمعادلة في 

1 2

b
z

a

− − ∆
2و      = 2

b
z

a

− + ∆
=  

∆0إذا كان  � فللمعادلة حل وحيد فقط هو  =
2

b
z

a
=   نسميه جذر مضاعف. −

∆0إذا كان  � )2نستفيد من المساواة  > )i∆ =   لنكتب ∆−
22 2

22 2 2 2 24

b b i b i b i
z z z z

a a a a aa

       ∆ −∆ + −∆ − −∆         + − = + − = + +                           
  

2إذن في هذه الحالة يكون للمعادلة  0az bz c+ +   هما مترافقينعقديين  =

1 2

b i
z

a

− − −∆
2و      = 2

b i
z

a

− + −∆
=  

    
2لحل المعادلة  6 34 0z z+ + 1aنلاحظ هنا أنّ  = 6bو = 34cو = . بحساب المميز =

2نجد  4 100 0b ac∆ = − = −   ن عقديان:، إذن للمعادلة حلاّ >

1

6 10
3 5

2

i
z i

− −
= = − 2و      −

6 10
3 5

2

i
z i

− +
= = − +  

 مثال
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  فَكرْ     

2جذري المعادلة  2zو 1zبوجه عام إذا كان  0az bz c+ + 0aحيث  = فيمكن تفريق كثير  ≠
2aXالحدود من الدرجة الثانية  bX c+   بالشكل +

2
1 2( )( )aX bX c a X z X z+ + = − −  

)ن ين مختلفيحقيقي 2zو 1zوهنا يمكن أن يكون  0)∆ 1أو  < 2z z= ( 0)∆ ن ين مترافقيأوعقدي =
( 0)∆ <.  

  

 
  تَدربْ 

zو zكلاً من جمل المعادلات الآتية بالمجهولين  Cحلّ في   � ′:  
3 2 5

2

3 5 2

1 2

2 2

3 1

z z i

z z i

z z i

z z i

iz z i

z iz

 ′+ = − ′ − = − +

 ′+ = + ′− + = −
 ′+ = ′

−

 − =

�

�

	

   

  كلاً من المعادلات الآتية: Cحلّ في  �
2

2

2

2

2

2

2 6 5 0

5 9 0

1 0

2 3 0

2(1 2) 2( 2 2) 0

( ), 2(cos ) 1 0

z z

z z

z z

z z

z z

z zθ θ

− + =

− + =

+ + =

− + =

− + + + =

− + =∈ R

�

�

	

�

�




   

2كي تقبل المعادلة  qو pجد عددين عقديين  � 0z pz q+ + 1العددين  = 2i+ 3و 5i−  جذرين
  لها.

2احسب جداء الضرب  � 2( 2 3)( 2 5)z z z z+ − +   المعادلة Cثمُّ حلّ في  +
4 3 24 6 4 15 0z z z z+ + + − =  
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

zيرتبط الشكل الجبري  ���� a ib= )حقيقيان، بالنقطة  bو aحيث  + )M z  تاها التي إحداثي
)الديكارتيتان  , )a b . المحور الحقيقي هو محور الفواصل، والمحور التخيلي البحت هو محور

 التراتيب.

cos)لمثلثي لعدد عقدي غير معدوم ويرتبط الشكل ا ���� sin )z r iθ θ=  .بالإحداثيات القطبية +
cos)عندما  sin )z a ib r iθ θ= + = cosaنجد  + r θ= وsinb r θ= 2و 2 2r a b= +. 

)هندسياً، النقطة  ���� )M z  هي نظيرة( )M z  بالنسبة إلى المحور الحقيقي. ومرافق مجموع عددين
عقديين، أو جداء ضربهما أو خارج قسمتهما هو مجموع مرافقي هذين العددين أو جداء ضرب 

  أو خارج قسمة مرافقيهما. مرافقيهما
|2 العلاقات لدينا zو z العددين العقديين بين ���� |zz z=2، و Re( )z z z+ فهو إذن حقيقي،  =

2و Im( )z z i z−   .وهو إذن تخيلي بحت =
لضرب أعداد عقدية غير معدومة نضرب طويلاتها ونجمع زواياها، ولقسمة عددين عقديين غير  ����

  لزاويتين.معدومين نقسم الطويلتين ونطرح ا
2مع  Rا في ممثل Cتجرى الحسابات في  ���� 1i = −.  
2للمعادلة  ���� 0az bz c+ + 0aمع  cو bو aحيث  = وهما يحسبان  .Cدوماً جذران في  ≠

∆0 عندما Rكما في حالة  ∆0أو  < ∆0. وعندما يكون = )2نكتب   > )i∆ = −∆ 

1والجذران هما :  2

b i
z

a

− − −∆
2و      = 2

b i
z

a

− + −∆
=  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
  .عند البحث عن الشكل الجبري لخارج قسمة zفكّر باستعمال المرافق  ����

Imاحدة من الخواص ا%تية: حقيقي يمكن استعمال و zلإثبات أنّ  ���� 0z zأو = z= أو 
arg 0z argأو = z π=  0في حالةz ≠ . 

Reص ا%تية: يمكن استعمال واحدة من الخوا تخيلي بحت zلإثبات أنّ  ���� 0z zأو = z=  أو −

2
arg z π= أو

2
arg z π= 0zفي حالة  − ≠.  

  .أخطاء يجب تجنّبها 

  .لا تستعمل المتراجحات بين أعداد عقدية ����
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  كثيرات الحدود  

من  Cويأخذ قيمه في  Cمعرّف على  Pنعمّم مفهوم التابع الكثير الحدود ليصبح أي تابع 
  الشكل:

1
1 1 0

n n
n nz a z a z a z a−

−+ + + +֏ ⋯  
1حيث  1 0, , , ,n na a a a− 1هي أعداد عقدية، وإذا كانت  … 1 0, , , ,n na a a a−  ذو P قلنا إنّ  حقيقية …

0naأمثال حقيقية. وإذا كان    خواص الآتية:نقبل صحة ال .nتساوي  Pقلنا إنّ درجة  ≠
)0أي ( nدرجته  Pجذراً لكثير حدود  0zإذا كان  ���� ( ) 0P z 1nدرجته  Qوُجد كثير حدود  = − 

0بحيث  )( () )(P z z Q zz = −. 

على أن نكرر كل جذر بقدر  Cفي  n، عدداً من الجذور يساوي nدرجته  Pلكل كثير حدود  ����
 درجة مضاعفته.

  د من الدرجة الثالثةمثال على كثير حدو  �

3إلى حل المعادلة نهدف  2 31) 3 7 0( z z z− + + =   
3 :يحقق Qعلّل وجود كثير حدود من الدرجة الثانية  � 23 3 7 ( 1) ( )z z z z Q z− + + = +.  
)ثمُّ حل المعادلة  Qعيّن  � ) 0Q z =.  
مثلث متساوي  ABCأثبت أنّ  (1)التي تمثل حلول المعادلة  المستوي نقاط Cو Bو Aلتكن  �

  الأضلاع.

  مثال على كثير حدود من الدرجة الرابعة �

4إلى حل المعادلة نهدف  3 26 24(2 18 63) 0z z z z− + − + =   
)جذراً للمعادلة  0z، وكان حقيقية P أمثالأثبت بوجه عام أنّه إذا كانت  � ) 0P z  0zكان  =

)أيضاً جذراً للمعادلة  ) 0P z =.  
  ؟�ن . ماذا تستنتج بالاستفادة م(2)جذر للمعادلة  3iتحقق أنّ  �
)2تكتب  (2)يجعل المعادلة  Qاستنتج وجود كثير حدود من الدرجة الثانية  � 3) ( ) 0z Q z+ =.  
أثبت  (2)نقاط المستوي التي تمثل حلول المعادلة  Dو Cو Bو A. لتكن (2)حلّ المعادلة  �

  نصف قطرها.أنّ هذه النقاط تقع على دائرة واحدة. عيّن مركزها و 

 1 نشاط 
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 الجذور التربيعية لعدد عقدي 

w الصفرنُعطى عدداً عقدياً غير  a ib= 2ونهدف إلى حل المعادلة  + 0( ) z w∗ − هناك  .=
  أسلوبان ممكنان:

iwيمكن أن نكتب  ���� Re ϕ=  ثمُ نبحث عنiz re θ=  تحقّق( r. تيقّن عندئذ أنّ ∗( R=  ّوأن

(2 )
2

ϕ
θ π= 2)أو )

2

ϕ
θ π π= }، إذن + }0 0,z z z∈ 2حيث  −

0

i
z Re

ϕ

=. 

zويمكن أن نبحث عن  ���� x iy= )تحقق  +  . وهنا علينا حل جملة المعادلتين غير الخطيتين:∗(
2 2 (1)

(2)2

x y a

xy b

 − =

 =

  

|2هنا يمكننا أيضاً أن نستفيد من المعادلة المُساعدة    | | |z w=  التي تنتج مباشرة من( وتعطي  ∗(
2الآتية:  (3)المعادلة  2 2 2x y a b+ = ثمُّ نختار  (3)و (1)جملة المعادلتين  Rوهكذا نحل في  .+

  .(2)من مجموعة الحلول الناتجة تلك التي تحقّق المعادلة 
   iتعيين الجذور التربيعية للعدد  �

2zحل المعادلة  �      بالشكل الأسي. iاكتب  � i=.  
+1د تعيين الجذور التربيعية للعد � i   

)2حل المعادلة أثبت أنّ  � ) 1x iy i+ =   قانتحقّ  yو xيؤول إلى تعيين  .Rفي  +
2 2

2 2

1,

2

2 1

x y

x y

xy

 − = + =
 =

  

2حل المعادلة  � 1z i= +.  
2حل المعادلة  � 1z i= بأسلوب ثان، واستنتج النسب المثلثية للزاوية  +

8
π.  

 لمثلثيةالأعداد العقدية والتوابع ا 

zو zعندما يكون  بالترتيب،  bو aعددين عقديين طويلة كل منهما تساوي الواحد وزاويتاهما  ′
zzتكون طويلة  aمساوية الواحد وزاويته  ′ b+ بكتابة .zz   بطريقتين أثبت أنّ  ′

���� cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = )sinو  − ) sin cos cos sina b a b a b+ = + 

 ؟ استنتج أن bبالمقدار   −bما العلاقات التي تستنتجها عند استبدال  ����

( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2
1 1
2 2

cos cos cos( ) cos( ) , sin sin cos( ) cos( )

sin cos sin( ) sin( ) , cos sin sin( ) sin( )

a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b

= + + − = − − +

= + + − = + − −
  

aما العلاقات التي تستنتجها عند تعويض  ���� b p+ aو  = b q−  ؟=

cos : المعادلة المثلثية ℝمما سبق لتحل في  استفد ���� 3 cos5 sin 6 sin2x x x x− = +.  

 3 نشاط 

 2 نشاط 
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1aنقاطاً تمثّل بالترتيب الأعداد العقدية  Dو Cو Bو Aلتكن النقاط   3ib/و = e π= 

3و 3

2 2
c i= 63/و +

2
id e π−=. 

  .بالشكل الجبري dبالشكل الأسي، واكتب  cاكتب  �
.a�  وضّع النقاطA وB وC وD .في مستو مزوّد بمعلم متجانس  
.b�  أثبت أنّ الرباعيOACB .معيّن  

  ادلة :اكتب بالشكل الأسي حلول المع � 
2 2( 3 3 9)( ( 9 0) 3 3 )1 z z z z+ + − + =  

  .التي تمثل جذور المعادلة السابقة هي رؤوس مستطيل Dو Cو Bو Aأثبت أنّ النقاط  �

  بسّط كتابة العدد العقدي 
1 cos sin

1 cos sin

x i x
Z

x i x

+ −
=
+ +

   

  التي يكون عندها هذا المقدار موجوداً. xموضّحاً قيم   

. عدداً عقدياً طويلته تساوي الواحد وهو مختلف عن الواحد uكن عدداً عقدياً ما، ولي zليكن  � 

أثبت أنّ 
1

z uz

u

−

−
  عددٌ حقيقي. 

1uنفترض أنّ  � وأنّ  ≠
1

z uz

u

−

−
حقيقياً أو أن يكون  zا أن يكون عددٌ حقيقي أثبت أنّه إمّ  

| | 1u =.  

  اكتب بالشكل الجبري كلاً من العددين: 

1

cos sin

cos sin

x i x
z

x i x

+
=

−
4و      

2 (3 )z i= +  

zو zليكن     عددين عقديين أثبت أنّ: ′
2 2 2 2

2 2z z z z z z′ ′ ′+ + − = +  

  :. أثبت تكافؤ الخاصتين الآتيتنABCليكن المثلث  
  .Aالمثلث متساوي الساقين ورأسه  �
� 	 	 	2 sin cos sinB C A=.  

  

  7 

  6 

  5 

  4 

  3 

  2 

  1 



  

123  

  
  

    لنتعلمّ البحث معاً 

  ����� ����  

  التي تحقّق : zقدية مجموعة الأعداد الع Eعدداً عقدياً معطى. لتكن  a ليكن
2 2 2 2z a z a− = −   

  ومثّلها في مستو مزوّد بمعلم. Eعيّن المجموعة 
   نحو الحلّ   ��

zبوضع الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي   � x iy= aو + iα β=  βو αو yو xيث ح +
  .Eهي أعداد حقيقية، ثُم نسعى إلى إيجاد معادلة ديكارتية للمجموعة 

)نّ أثبت بهذا الأسلوب أ �   , )M x y  تنتمي إلىE  إذا وفقط إذا كانxy αβ=.  
0αβناقش الحالتين  �   0αβو =    اتين الحالتين.في ه Eثمُ عيّن  ≠

2هناك أسلوب آخر، نلاحظ أنّ مرافق   � 2z a− 2 هو 2z a− أثبت تكافؤ الخواص  
���� z  تنتمي إلىE. 

���� 2 2z a− .حقيقي 

2الجزء التخيلي للمقدار ���� 2z a−  2أو  0يساوي 2Im( ) Im( )z a=.  
  .Eاستنتج مجدداً المجموعة 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

      إلى الأمام قدُُماً 
|يحققان  wو zنتأمّل عددين عقديين   | 1z |و = | 1w 1zwو = ≠ أثبت أنّ العدد العقدي  −

1

z w
Z

zw

+
=
+

 عددٌ حقيقي. 

4كثير الحدود  نتأمّل  2( ) 19 52 40P z z z z= − + −.   
2يحققان  bو aعيّن عددين حقيقيين  � 2( ) ( )( 4 2 )P z z az b z z a= + + + +.  
)المعادلة  Cحلّ في  � ) 0P z =.  

3المعادلة  Cحلّ في   2(3 4 ) 6(3 2 ) 72 0z i z i z i− + − − + إذا علمت أنها تقبل حلاً  =
   تخيلياً بحتاً.

  9  

  10  

  8 

  11  
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2ليكن   /5ie πα 4A. نضع = α α= 2و + 3B α α= +. 
2أثبت أنّ  � 3 41 0α α α α+ + + + هما جذرا المعادلة من الدرجة  Bو Aواستنتج أنّ  =

2الثانية:  11) 0( x x+ − =.  
)بدلالة  Aعبّر عن  � )2

5
cos π.  

)واستنتج قيمة  (1)حلّ المعادلة  3 )2
5

cos π.  

[مجال عدداً حقيقياً من ال θليكن   , [π π−.  2نعرّف 2

2 2

i i

i i

e e
t

e e

θ θ

θ θ

−

−

−
=

+
.  

المقادير  احسب �
2

2

1

t

t+
و 

2

2

1

t

t−
و 

2

2

1

1

t

t

+

−
  .θبدلالة النسب المثلثية للعدد  

  صحة العلاقات:أثبت  �

2

2
2

2 tan
sin

1 tan

θ

θ
θ =

+
و    

2
2

2
2

1 tan
cos

1 tan

θ

θ
θ

−
=
+

2و    

2
2

2 tan
tan

1 tan

θ

θ
θ =

−
  

2zالمعادلات  Cحلّ في  �  w= في الحالات الآتية  
3 4w i= − + �    ،21 20w i= − − �    ،7 24w i= − + 	  

  المعادلات الآتية: Cحل في  �
2

2

2

(1 4 ) 5 0

2 (3 7 ) 4 2 0

(1 8 ) 1 0

2 2

1

7 2

z i z i

iz i z i

z i z i

+ + − − =

+ + + + =

+ + − + =

�

�

	

  

1zفي حالة عدد عقدي   ≠ 2نضع  −

1

z
Z

z

+
=
+

zونفترض أنّ   x iy= Zو + X iY= + 

  هي أعداد حقيقية. Yو Xو yو xحيث 
  .yو xالعددين بدلالة  Yو X احسب �
)أثبت أنّ مجموعة النقاط  � )M z  التي يكون عندهاZ .حقيقياً هي مستقيم محذوف منه نقطة  
)أثبت أنّ مجموعة النقاط  � )M z  التي يكون عندهاZ  تخيلياً بحتاً هي دائرة محذوف منها

  نقطة.

   التي تحقق الشرط المعطى zحالة مجموعة الأعداد العقدية عيّن في كل  
) المقدار � 1)( 2)z z+   حقيقي. −

2و 4iعن  مختلف zالعدد  �

4

z i

z i

+

−
  عدد حقيقي. 

  16  

  15  

  12  

  14  

  13  
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  الأعداد العقديةتطبيقات 

  في الهندسة
  
  

    ����� ����	
 ���
� ����  

   ����� ����� ������ ����� �������  

 
  ������� ��� !�"� ������� �
��#��  
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تعطي الأعداد العقدية أسلوً% سهلاً وجذاً% #راسة الهندسة المسـتوية، إذ يمكن 

  في انٓ معاً معلومات عن كل من مركّبتيه. للعدد العقدي الواحد أن يحمل 

، أوّل من ربط جمع Casper Wesselلقد كان ا#انCركي كاسبر وِسِل 

الأعداد العقدية بقاعدة متوازي الأضلاع لجمع الأشعة، وكان جان روبير ارٓغان أوّل 

من ربط بين ضرب الأعداد العقدية والتشابه في الهندسة المسـتوية، فضربُ عدد 

ireعقدي θ  لعدد%z  يؤول إلى دوارن حول المبدأ زاويتهθ  متبوعاً بتحاكٍ مركزه

  .rالمبدأ ونسبته 

لعلّ إحدى مسائل الهندسة الشهيرة التي يجري إثباتها بسهوe %سـتعمال 

  : Morleyداد العقدية هي المساeٔ الاتٓية المعروفة %سم مبرهنة مورلي الأع

إلى ثلاثة أجزاء متساوية برسم  A، ثمُّ ثلثّ الزاوية ABCخذ مثلثاً كيفياً  

)المسـتقيمين  )AA′ و( )AA′′،  وافعل %لمثل مع الزوا� الأخرى. يتقاطع( )AA′ 

)و )BB′′  فيR ، ويتقاطع( )BB′ و( )CC )ويتقاطع  ،Qفي  ′′ )CC )و ′ )AA′′  في

P،  عندئذ يكون المثلثPQR  .متساوي الأضلاع     

  A B

C

A′

A′′
B ′

B ′′

C ′ C ′′

P Q

R
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	����� �  
  انطلاقة نشطة 

)نتأّمّل معلماً متجانساً  ; , )O u v
  في المستوي. ��

يبيّن الشكل المجاور مربّعين طول ضلع كل منهما يساوي الواحد.  �

OBحساب النسبة  يُطلب
r

OA
)وتعيين قياس للزاوية  = , )OAOBθ =

���� ����

.  

عمال تى إلى اسبالطبع يمكن استعمال الطرائق التقليدية، ولكننا هنا سنسع
  الأعداد العقدية.

   .Bو Aالعددان العقديان اللذان يمثلان  Bzو Azأعط  �

Bاشرح العلاقة بين  �

A

z
Z

z
  .θو rالعددين المطلوبين و  =

sinو cosθو  rواستنتج قيم  Zاحسب  � θ.  

يبيّن الشكل المجاور ثلاثة مربعات طول ضلع كل منهما  �
αحساب  يُطلب يساوي الواحد. β+  مجموع قياسي الزاويتين

   المبينتين في الشكل.

  . Bو Aالعددان العقديان اللذان يمثلان  Bzو Azأعط  �
  .  Bzو Azوزاويتي العددين العقديين  βو αاشرح العلاقة بين كل من  �
Aبيّن أنّ المطلوب هو حساب زاوية العدد العقدي  � BZ z z= ⋅  .  
αواستنتج قيمة  Zاحسب  � β+.  

  

θ

A

�
u

�
v

B

O

α
A

�
u

�
v

B

O

β
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        بأعداد عقدية    ثيل الأشعةتم    
)نتأمّل معلماً متجانساً في هذه الوحدة،  ; , )O u v

  في المستوي. ��
1.1 . . . . ������ �
���        

)كما نقرن بكل نقطة  , )M x y  العدد العقديMz x iy= )، كذلك نقرن بكل شعاع + , )w a b
� 

zالعدد العقدي  a ib=   ومنه التعريف:. +

    
  1  تعريف

wالعدد العقدي المُمثّل للشعاع 
)الذي مركّبتاه  � , )a b هو العدد العقدي ،z a ib= والعدد  .+

ABالعقدي الممثّل للشعاع 
����

Bهو   Az z−  حيثAz وBz  هما العددان العقديان اللذان يمثلان
A وB .بالترتيب  

Aفي الحقيقة، إذا كان  A Az x iy= Bو + B Bz x iy= )كان  + , )A AA x y و( , )B BB x y ومن ،
)ثَمّ كانت  , )B A B Ax x y y− ABهما مركّبتا الشعاع  −

����

، وكان، من ثَمّ، العدد الذي يمثله هو العدد 
)العقدي  ) ( )B A B A B Az x x i y y z z= − + − = −   

    
  1  نتيجة

 تَساوي شعاعين يُكافئ تَساوي العددين العقديين اللذين يمثلانهما. ����

wإذا كان  ����
wو � ′

zو zشعاعان يمثلانهما العددان العقديان  � ل مثّ  عدداً حقيقياً، λوكان  ،′
zالعددان  z wالشعاعين  zλو +′ w ′+

� �
wλو    بالترتيب.  �

.2.1     	������� ������  !�� "#�$�� %���
� ���
�        

    
  2مبرهنة  

1من النقاط المثقّلة  nلنتأمّل عدداً  1( ; )A α ،2 2( ; )A α ،… ،( ; )n nA α التي تمثّلها الأعداد ،
1بالترتيب. نفترض أنّ  1z ،2z ،…،nzالعقدية  2 0nα α α+ + +  Gz. عندئذ يُعطى ⋯≠

  لهذه النقاط بالعلاقة : مركز الأبعاد المتناسبة Gالعدد العقدي المُمثّل للنقطة 

1 1 2 2

1 2

n n
G

n

z z z
z

α α α

α α α

+ + +
=

+ + +

⋯

⋯
   

  الإثبات
1هذه نتيجة مباشرة من المساواة الشعاعية  1 2 2 1( )n n nOA OA OA OGα α α α α+ + + = + +

���� ���� ����� ����

⋯ ⋯.  
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]الممثّل لمنتصف القطعة المستقيمة  Izإذن يعطى العدد العقدي   ]AB بالصيغة  

2
A B

I

z z
z

+
=  

]الممثّل لمركز ثقل المثلث  Gzويعطى العدد العقدي  ]MNP بالصيغة  

3
M N P

G

z z z
z

+ +
=  

   اثبات الوقوع على استقامة واحدة باستعمال الأعداد العقدية  

)نتأمّل معلماً متجانساً  ; , )O u v
اد دالتي تمثلها الأع Cو Bو Aوالنقاط  العقدي، ويفي المست ��

6aالعقدية  i= 6و − 3b i= − 18و + 7c i= −  Bو Aأثبت وقوع النقاط . بالترتيب +
  .على استقامة واحدة Cو

  
ACيحقق  λعلينا إثبات وجود عدد حقيقي  ABλ=

���� ����

AB. ولكنّ الشعاعان 
����

ACو 
����

يمثلهما العددان  
  العقديان

12 4
AB
Z b a i= − = − 24و      ����+ 8

AC
Z c a i= − = − +����  

2ونلاحظ أنّ 
AC AB
Z Z=���� 2AC، إذن ���� AB=

���� ����

  على استقامة واحدة. Cو Bو Aومنه وقوع النقاط  

  استعمال معلم متجانس   

]لاعه هي منتصفات أض Cو Bو Aمثلثاً ما، والنقاط  MNPليكن  ]NP و[ ]PM و[ ]MN  
  .مركز الثقل نفسه ABCو MNPللمثلثين  أنّ  بالترتيب. أثبت

  
إلى الأعداد العقدية التي تمثّل  cو bو aو pو nو mلرموز متجانساً كيفياً. ونرمز با علماً منختار 
]منتصف  Aبالترتيب. لمّا كانت  Cو Bو Aو Pو Nو Mالنقاط  ]NP  ّاستنتجنا أن

2

n p
a

+
، ونجد بالمثل =

2

m p
b

+
و =

2

n m
c

+
العدد العقدي الممثل للنقطة  g. الآن، لتكن =

G  مركز ثقل المثلثMNP وليكن ،g Gي الممثل للنقطة العدد العقد ′ . ABCمركز ثقل المثلث  ′

1عندئذ من جهة أولى لدينا 
( )

3
g m n p= +   ، ومن جهة ثانية+

1 1
( )

3 2 2 2 3

n p p m m n
g m n p

 + + + ′ = + + = + +  
  

gإذن  g Gو G، فالنقطتان =′   منطبقتان. ′
  

  الحل

 مثال

  الحل

 مثال
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   استعمال العدد العقدي الممثل لشعاع 

.1.2 ��	
�� 
�� 	#�&  
ABليكن 

����

OMالنقطة التي تحقق   Mشعاعاً، ولتكن   AB=
���� ����

 .
  : نستنتج من تساوي هذين الشعاعين أنّ 

M B Az z z= −  
|ولكن  |Mz OM AB=   إذن =

  B AAB z z= −  (1)   

0ABوكذلك، في حالة  ≠
���� �

0OMيكون   ≠
���� �

)arg، و ) ( , )Mz u OM=
����
، إذن نستنتج من �

OMالمساواة  AB=
���� ����

  أنّ  .
  ( , ) arg( )B Au AB z z= −

����
�  (2)   

.2.2 	'()$�� 	
�� 
� *��+   

    
  3مبرهنة  

. نفترض أنّ Dzو Czو Bzو Azقاط تمثلها الأعداد العقدية أربع ن Dو Cو Bو Aلتكن 

A Bz z≠ وDCz z≠عندئذ .  

( , ) arg D C

B A

z z
AB CD

z z

 −  =    − 

���� ����

  

  الإثبات

  ناداً إلى علاقة شال في الزوايا الموجهة لدينااست
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

arg( ) arg( )

arg

D C B A

D C

B A

AB CD AB u u CD u CD u AB

z z z z

z z

z z

= + = −

= − − −

 −  =    − 

���� ���� ���� ���� ���� ����
� � � �

  

 aو zتمثلها الأعداد العقدية  Bو Aو Mفي الحالة الخاصة الموافقة لثلاث نقاط متباينة :  ملاحظة

  :بالترتيب لدينا  bو

( , ) arg
z b

MA MB
z a

 − =   − 

���� ����

  

( )
B A
z zM −

( )
B

B z

O

( )
A

A z

�
u

�
v



  

131  

.3.2  	,�-� ���$./� 0�� 1�23  
عدداً عقدياً.  ωعدداً حقيقياً موجباً تماماً، ولتكن  rليكن  ����

)المكوّنة من النقاط  Γندئذ المجموعة ع )M z  التي يُحقّق
zالذي يمثلها الشرط  zالعدد العقدي  rω− هي الدائرة  =

)التي مركزها النقطة  )ωΩ ونصف قطرها r. 
zفي الحقيقة، الشرط  rω− Mيُكافئ  = rΩ =. 

حيث  bو aنقطتان يمثلهما العددان العقديان  Bو Aلتكن  ����
( )a b≠ المكوّنة من النقاط  ∆. عندئذ المجموعة( )M z  التي

zالذي يمثلها الشرط  zيُحقّق العدد العقدي  a z b− = − 
]هي محور القطعة المستقيمة  ]AB. 

zفي الحقيقة، الشرط  a z b− = MAيُكافئ  − MB=.  

  تكريساً للفهم 

Dحساب النسبة ما الفائدة من   C

B A

z z

z z

−

−
Bفي حالة   Az z≠ ؟  

CDين لأنّ طويلة هذا العدد تمثل نسبة الطول ����

AB
. 

)له هي قياس للزاوية الموجهة   θلأنّ أي زاوية  ���� , )AB CD
���� ����

. 

0θفإذا كان  ♦ θأو  = π=   استنتجنا الارتباط الخطي للشعاعينAB
����

CDو 
����

. 

وإذا كان  ♦
2
πθ أو  =

2
πθ = ABاستنتجنا تعامد الشعاعين  −

����

CDو 
����

. 

   استعمال خارج قسمة أعداد عقدية  

2aأربع نقاط تمثلها الأعداد العقدية  Dو Cو Bو Aلتكن  = 2bو − 1cو = i= − + 
1و 3d i=   ن.اقائم BCDو ACDأثبت أنّ المثلثين  .−

)المستقيمين  لإثبات تعامد   )BC و( )BD ّيكفي أن نبرهن أن ،arg
d b

c b

 −    − 
تساوي  

2

π 

أو
2

π
−.  

  
dلنحسب العددين  b

Z
c b

−
=
−

dو  a
Z

c a

−
′ =

−
.  

  الحل

 مثال

( )zM

r

O

( )ωΩ
�
u

�
v

Γ

( )zM

O

( )A a

�
u

�
v

∆ ( )B b
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 نجد أوّلاً أنّ  ����

1 3 ( 1 3 )( 3 )

3 10

i i i
Z i

i

− − − − − −
= = =
− +

  

1Zومن ثَمّ  )argو = )
2

Z
π

DBنّ . هندسياً هذا يعني أ= CB= و�

2
CBD

π
فالمثلث  =

CBD  متساوي الساقين وقائم فيB.  
 وكذلك نجد ����

3 3 3(1 )(1 )
3

1 2

i i i
Z i

i

− − −
′ = = = −

+
 

)argومن ثَمّ  )
2

Z
π

′ =   .Aقائم في  ACD، وهذا يعني أنّ المثلث −

 
   تَدربْ 

  التي تمثلها الأعداد العقدية: Cو Bو Aلتكن النقاط   �

1Az i= − 2Bzو  + i= 1و + 1

2 2Cz i= − −  

  في شكل. Cو Bو Aوضّع النقاط  �
ABاحسب الأعداد العقدية التي تمثّل الأشعة  �

����

ACو 
����

BCو 
����

.  
  .Cوبيّن إذا كان مثلثاً قائماً في  ABCاحسب أطوال أضلاع المثلث  �
  

  التي تمثلها الأعداد العقدية: Dو Cو Bو Aتكن النقاط ل   �
3

2Az i=  7و

2Bz i= 1و + 3

2 2Cz i= 3Dzو − i= − −  

  في شكل. Dو Cو Bو Aوضّع النقاط  �
  ؟ ABCDما طبيعة الرباعي  �

1)2اللتان تمثلهما الأعداد العقدية :  Bو Aلتكن النقطتان  � 3)Az i= 1)2و + 3)Bz i= −.  
  .4 ونصف قطرها يساوي O تنتميان إلى الدائرة التي مركزها  Bو Aأثبت أنّ  �
  .ABCمركز ثقل المثلث  Oالتي تجعل  Cجد العدد العقدي المُمثّل للنقطة  �
  ؟ ABCما طبيعة المثلث  �
  

Uنتأمّل شعاعين  �
�

Vو 
�

vبالترتيب. نفترض أنّ  vو uيمثلهما العددان العقديان   iu=  ونضع
AB u=
����

ACو � v=
����

  ومتساوي الساقين. Aقائم في  ABC. أثبت أنّ المثلث �
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Aو ABCالمثّلثان  	 B C′ ′   :معرّفان بالأعداد العقدية التي تمثل رؤوسهما  ′
3 , 2 3 , 1 ,

4 , 3 , 2 3 ,

c i b i a i

c i b i a i

= + = + = −

′ ′ ′= + = − = − +
  

AAللشعاع  ثلاحسب العدد المم � BB CC′ ′ ′+ +
���� ���� ����

.  
  .ABCمركز ثقل المثلث  Gجد العدد العقدي المُمثّل للنقطة  �
Aهي مركز ثقل المثلث  Gأثبت أنّ  � B C′ ′ ′.  
  


  التي تمثلها الأعداد العقدية: Cو Bو Aلتكن النقاط   
3

1
4

a i= 5و  +
2

4
b i= 7و −

3
4

c i= +  

في شكل. ما العلاقات التي تربط الأعداد العقدية المُمثلة  Cو Bو Aوضّع النقاط  �
ABللشعاعين 

����

ACو 
����

  ؟
  مثلث قائم ومتساوي الساقين. ABCنّ استنتج أ �
ABAالتي تجعل  ′Aاحسب العدد العقدي الممثل للنقطة  � C′ .ًمربعا  
  

  التي تمثلها الأعداد العقدية: Dو Cو Bو Aلتكن النقاط    �
2 2a i= 1و  − 7b i= − 4و + 2c i= 4و + 2d i= − −  

1النقطة التي يمثلها العدد العقدي  Ωلتكن  � 2iω = −  Cو Bو A. أثبت وقوع النقاط +
  .5ونصف قطرها يساوي  Ωعلى دائرة مركزها Dو

]منتصف  Eالعدد المُمثّل للنقطة  eليكن  � ]AB احسب .e نّ وبرهن أa e c e

d e a e

− −
=

− −
.  

)المستقيم ماذا يمثل  � )EA  المثلث فيDEC؟  
  

3و 1لهما الأعداد العقدية : اللتان تمث Bو Aلتكن النقطتان  � 2i+  بالترتيب. مثّل في كل من
)الحالتين الآتيتين مجموعة النقاط  )M z :التي تحقق  

� 1 3 2z z i− = − −،  

� 3 2 1z i− − =.  
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   الكتابة العقدية للتحويلات الهندسية        

) ومباشر نزوّد المستوي بمعلم متجانس  الفقرةفي هذه    ; , )O u v
يقرن بكل  تحويلاً  Uإذا كان  .��

Mنقطة  zقدي يمثلها العدد الع Mنقطة  zيمثلها العدد العقدي  ′  Uعندئذ يمكننا أن نقرن بالتحويل  .′
: بالصيغة Cمعرّفاً على  تابعاً  ( )f z z f z′→ = .  

) وما الكتابة  )z f z′   .Uالعقدية للتحويل  الصيغةإلاّ  =

.1.3   4�5&�6
 	
���
� 	7�8
�  

    
  3مبرهنة  

wليكن 
. عندئذ هناك تكافؤ بين bشعاعاً يمثله العدد العقدي  �
  تين:الخاص

� T  هو الانسحاب الذي شعاعهw
�.  

zهي  Tالصيغة العقدية للتحويل  � z b′ = +.  

  الإثبات

MMإنّ  القول �ة في الحقيقةـ تُكافئ الخاص w′ =
������

z، وهذا يعني أنّ � z b′ − zأو  = z b′ = + ،
  .�وهذه هي الخاصة 

.2.3   9!�5�:
 	
���
� 	7�8
�  

    
  4مبرهنة  

عدداً حقيقياً  k، وليكن ωالتي يمثلها العدد العقدي  Ωكن تل
  . عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين:غير معدوم

� H  التحاكي الذي مركزه هوΩ  ونسبتهk.  
)هي  hالصيغة العقدية للتحويل  � )z k zω ω′ − = −.  

  الإثبات

) على أنّ  �الخاصة  تنص ،في الحقيقة )M M ′=H إنّ  قولال وهذا يُكافئM k M′Ω = Ω
����� ����

، وهذا 
)يعني أنّ  )z k zω ω′ − =   .�، وهي الخاصة −

( )M z

O

u
�v

�
( )M z′ ′

( )w b
�

( )w b
�

( )M z
O

u
�v

�

( )M z′ ′

( )ωΩ
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.3.3   ;�<��:
 	
���
� 	7�8
�  

    
  5مبرهنة  

عدداً حقيقياً.  θ، وليكن ωالتي يمثلها العدد العقدي  Ωلتكن 
  عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين:

� R  هو الدوران الذي مركزهΩ وزاويتهθ.  
)هي  Rة للتحويل الصيغة العقدي � )iz e zθω ω′ − = −.  

  الإثبات

) على أنّ  �في الحقيقة، تنص الخاصة  )M M ′=R يعني أنّ  وهذا( )Ω = ΩR  وفي حالة
M ≠ Ω، القول إنّ  هذا يُكافئM M′Ω = Ω و( , )M M θ′Ω Ω =

���� �����

  ، أو

1
z

z

ω

ω

′ −
=

−
arg و  

z

z

ω
θ

ω

 ′ −  =  − 
  

zوهذا يعني أنّ الشكل الأسي للعدد 

z

ω

ω

′−
−

ieهو   θ أي ،( )iz e zθω ω′ − = ذه النتيجة تبقى ، وه−

zصحيحة في حالة  ω=  ّتقتضي هذه لأن z ω′ )وتتفق مع  = )Ω = ΩR.  الخاصة  منهو�.  

izهي  θاويته وز  Oوبوجه خاص الصيغة العقدية للدوران الذي مركزه   z e zθ′ =֏.  

  تكريساً للفهم 

  ؟كيف نستعمل الصيغة العقدية لتحويل  

)تحويلاً معطى، ففي حالة كل نقطة  Uإذا كان  ���� )M z  تفيد الصيغة العقدية في حساب العدد
zالعقدي  Mالذي يمثل  ′  .Uوفق  Mصورة  ′

1)هو التحاكي الذي مركزه  Hالتحويل   )iΩ 3kونسبته  + إذن الصيغة العقدية لهذا  .=
1)التحاكي هي  ) 3( (1 ))z i z i′ − + = − 3 أو + 2 2z z i′ = − . إذن صورة النقطة −

(2 )A i−  وفقH  هيA′   2)3التي يمثلها العدد العقدي ) 2 2 4 5a i i i′ = − − − = −.  

)إذا ارتبطت النقطتان ���� )M z  و( )M z  بعلاقات مثل: ′

 z z b′ = Mكانت  +  .bبالانسحاب الذي شعاعه ممثّل بالعدد العقدي   Mصورة   ′

 ( )z k zω ω′ − = kحيث − ∗∈ ℝ  كانتM وفق التحاكي الذي مركزه  Mصورة   ′

( )ωΩ  ونسبتهk. 

 ( )iz e zθω ω′ − = θحيث  − ∈ ℝ  كانتM )وفق الدوران الذي مركزه  Mصورة  ′ )ωΩ  

iz . وإذا كانθوزاويته  e zθ′ OΩكان   = =. 

 مثال

( )M z

O

u
�

v
�

( )M z′ ′( )ωΩ

θ
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  حول الشكل المفتاحي: مثلث قائم ومتساوي الساقين. 
)إذا كانت  )A a و( )B b و( )C c  ثلاث نقاط في المستوي، عندئذ يكونABC   قائم الزاوية في

A ومتساوي الساقين إذا وفقط إذا كانت B صورة C  وفق دوران مركزهA وزاويته
2
π أو

2
π− 

)وهذا يعني أنّ  )c a i b a− = )أو  − )c a i b a− = − −.  

  حول الشكل المفتاحي: مثلث متساوي الأضلاع. 
)إذا كانت )A a  و( )B b و( )C c ثلاث نقاط في المستوي، عندئذ يكونABC  مثلثاً متساوي
 وزاويته Aوفق دوران مركزه  C صورة B إذا وفقط إذا كانتالأضلاع 

3
π أو 

3
π−  وهذا يعني

)3/أنّ  )ic a e b aπ− = )3/أو  − )ic a e b aπ−− = −. 
  

 
  تَدربْ 

1zالنقطة التي يمثلها العدد العقدي  Mلتكن   � i= z. جد العدد العقدي + Mالمُمثّل للنقطة  ′ ′ 
  وفق التحويل الموصوف في كل مما يأتي: Mصورة 

� T  2الانسحاب الذي شعاعه 3w u v= − +
� ��.  � H  التحاكي الذي مركزهO 3ه ونسبت.  

� R  الدوران الذي مركزهO  وزاويته
4
π.    � S 1) مركزه الذي التناظر 3 )A i−.  

� R  2)الدوران الذي مركزه )A i−  2وزاويته
3
π.  � S الذي محوره  التناظر المحوري( )Ox.  

بالعلاقة المعطاة. عيّن  Bو Aالممثلان للنقطتين  bو aفيما يأتي يرتبط العددان العقديان   �
  :Aبالنقطة  Bذي يقرن النقطة طبيعة التحويل الهندسي ال

/3

/4

1 3

2

( ) 1 ( 1)

1 ( 1 ) 4 3

i

i

b ia b a i

b a b a

b i e a i b a

b i e a i b a i

π

π

= − = − +

= =

− = − − = − −

+ − = + − = + −

� �

� �

� �

� �

   

3)لتكن النقطتان   � 3)G i− 3)و 3)H i+ وليكن .R  مركزه الدوران الذيO  ويحقّق
( )G H=R احسب قياس الزاوية .( , )OG OH

���� ����

  .R، واستنتج الصيغة العقدية للدوران 
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Mو Mو Dو Cو Bو Aفيما يأتي نتأمّل النقاط  التي تمثلها الأعداد  ′
zو zو dو cو bو aالعقدية  ′ .  

   أفكار يجب تَمثـلُها 

bالعدد  ���� a− لشعاع يمثل اAB
����

. 

 توافق كل مساواة شعاعية مساواة بين الأعداد العقدية الموافقة. ����

من النقاط المثقّلة، هو المتوسط المثقّل  nلمركز الأبعاد المتناسبة لعدد العدد العقدي الموافق  ����
  التي تمثل هذه النقاط. للأعداد العقدية

���� AB a b= )و − , ) arg( )u AB b a= −
����
�.  

aفي حالة  ���� b≠ وc d≠  تفيد معرفةd c

b a

−

−
dفي إعطاء معلومتين: أولاّ   c

r
b a

−
=

−
وتعني أنّ   

CD rAB= ًوثانيا ،arg
d c

b a
θ

 − =   − 
)وتعني أنّ   , )AB CD θ=

���� ����

.  

   منعكسات يجب امتلاكُها. 
 يحقق المساواة k عدد حقيقي على استقامة واحدة، أثبت وجود Cو Bو Aلإثبات وقوع  ����

( )c a k b a− = argأو أنّ  − {0, }
c a

b a
π

 −  ∈  − 
cأو أنّ   a

b a

−

−
  .دد حقيقيع 

)تعامد المستقيمين لإثبات  ���� )AB و( )CD  ّأثبت أن { }
2 2

arg ,
c a

b a
π π

 −  ∈ −  − 
cأو أن   a

b a

−

−
 

 تخيلي بحت.

  .أخطاء يجب تجنّبها 

  .قبل استعمال الأعداد العقدية لا تنسَ تزويد المستوي بمعلم متجانس ����
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�����        
  متوازي الأضلاع وربع الدورة 

. ABCDنتأمّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس رباعياً محدباً 
  QBCو PABمثلثات قائمة ومتساوية الساقين  هونُنشئ علي

  بحيث  SDAو RCDو

( , )
2

PA PB
π

= −
���� ����

)و  , )
2

QB QC
π

=
���� ����

    

)و , )
2

RC RD
π

= −
���� ����

)و  , )
2

SD SA
π

=
���� ���

   

  .لأضلاعامتوازي  PQRSنهدف إلى استعمال الأعداد العقدية في إثبات أنّ 
 cو bو a. ولنرمز بمعلم متجانس مباشرلنفترض أنّ الشكل مرسوم في المستوي الموجّه، وقد زوّدناه 

ى إل sو rو qو p، وكذلك لنرمز Dو Cو Bو Aمثل النقاط إلى الأعداد العقدية التي ت dو
 . Sو Rو Qو Pالأعداد العقدية التي تمثل النقاط 

وزاويته  Pالدوران الذي مركزه  �
2
π−  ينقلA  إلىB ّاستعمل الصيغة العقدية لتثبت أن .  

( )
1

(1 ) (1 )
2

p a i b i= + + −  

  .dو cو bو aبدلالة  sو rو qعن  عبّر بالمثل �
pتيقّن أنّ  � r q s+ =   .، ثمُّ استنتج المطلوب+

  

 المثلث المتساوي الأضلاع تكعيبية للواحد.الالجذور  

3نهدف في هذه الفقرة إلى تعيين حلول المعادلة  1z ، ثمُّ استعمال ذلك لإعطاء خاصة Cفي  =
  .مميزة للمثلث متساوي الأضلاع

0zفي حالة  � 0,2]إلى زاويته من المجال  θوبالرمز  zإلى طويلة  rنرمز بالرمز  ≠ [π.  
3تيقّن أنّ الشرط  � 1z 1r يقتضي أن يكون = 3و = 2 kθ π=  حيثk عدد صحيح.  
0,2]تحقّق أنّ الشرط  � [θ π∈  ّ{0,1,2}يقتضي في الحقيقة أنk ∈.  
3دلة مجموعة حلول المعااستنتج أنّ  � 1z }محتواة في  = }2 /3 4 /3

3 1, ,i ie eπ π=U.  

}وبالعكس تحقّق أنّ كل عنصر من  � }2 /3 4 /3
3 1, ,i ie eπ π=U  3هو حل للمعادلة 1z =.  

2و M(1)0مثّل النقاط  	 /3
1( )iM e π 4و /3

2( )iM e π تؤلّف رؤوس مثلث  ها، وتيقّن أنّ في المستوي
  متساوي الأضلاع.

 2 نشاط 

 1 نشاط 

A

B

C

D

P

Q

R

S
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3حلول المعادلة نسمّي    1z  .3Uالجذور التكعيبية للواحد ونرمز إلى مجموعتها بالرمز  =

2وكذلك نرمز إلى  /3ie π  بالرمزj ّ2. لاحظ أن
3 {1, , }j j=U.  


21تحقّق أنّ   0j j+ + 2، و= 2 /3ij j e π−= =.  
) متجانس مباشرنزوّد المستوي بمعلم  � ; , )O u v

تمثلها  Cو Bو A. ونتأمّل ثلاث نقاط متباينة ��
إذا كنا عند قراءة رؤوسه  مباشرمثلث متساوي الأضلاع  ABC. نقول إنّ cو bو aالأعداد العقدية 
Aبهذا الترتيب:  B C A→ →  Cهي صورة  Aندور في الاتجاه الموجب. وهذا يُكافئ القول إنّ  →

وزاويته  Bوفق الدوران الذي مركزه 
3

π.  

  إذا كان  طمثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا وفق ABCاستعمل نتائج الفقرة السابقة لتثبت أنّ   
2 0a bj cj+ + =  

1zنقرن بكل عدد  � )و R(1)، النقاط ≠ )M z و( )M z′.  
Mو Mالتي تجعل  zما هي قيم  �   .مختلفتين ′
)مجموعة النقاط  ∆تحقّق الشرط السابق. أثبت أنّ  نفترض � )M z  التي تجعل المثلثRMM ′ 

  مثلثاً متساوي الأضلاع مباشر، هي مستقيم محذوفةٌ منه نقطة.
  
  

qe
zc  



140  

            ��	
�� 
	����  

8a بالترتيب الأعداد العقدية التي توافق Cو Bو A النقاط نتأمّل  4و = 4b i= − + 

4cو i= −.  
.a�  ّتحقّق أن( )b c i a c− = −.  

.b�  استنتج أنّ المثلثABC .مثلث قائم ومتساوي الساقين  
.a�  نقرن بكل نقطة( )M z  النقطةM 3iz/الموافقة للعدد العقدي  ′ e zπ′ =.  
.a� ما التحويل الهندسي الموافق؟  
.b� الأعداد العقدية احسب a Bو ′Aللنقاط فقة الموا ′cو ′bو ′ Cو ′ وفق  Cو Bو Aصور  ′

  هذا التحويل.
.a�  لتكنP وQ وR  منتصفات القطع المستقيمة[ ]A B′ و[ ]B C′ و[ ]C A′ ولتكن ،p وq وr 

  الأعداد العقدية التي توافقها.
.a�  احسبp وq وr.  
.b�  ّ3/تحقّق أن( )ir p e q pπ− = −.  
.c�  استنتج أنّ المثلثPQR .متساوي الأضلاع  

) فيه OABأمّل مثلّثاً نت  , )OAOB α=
���� ����

,0[حيث   [α π∈ المربعين. نُنشئ خارج هذا المثلث 

OAMN وOBPQ  ومتوازي الأضلاعNOQRإثبات أنّ هدف في هذا التمرين إلى . ن
)المستقيمين  )OR و( )AB وأنّ  نامتعامدOR AB=.وذلك باستعمال الأعداد العقدية ،  

)معلماً متجانساً مباشراً  لنختر   , , )O u v
   .Bو A اللذين يمثلانن ين العقدييالعدد bو a. وليكن ��

.a� تين ما هي صور النقطN وB  وفق الدوران ربع دورة مباشرة حول
O؟  

.b�  نرمزn للنقطة  إلى العدد العقدي الممثلNو ،q  للعدد العقدي
n. أثبت أنّ Qالموافق للنقطة  ia= qو − ib=.  

.a�  عبّر عنOR
����

ONبدلالة  
����

OQو 
����

.  
.b�  استنتج العدد العقديr  الذي يمثّل النقطةR  بدلالةa وb.  
.c� عاع ما العدد العقدي المُمثّل للشAB

����

  ؟ 

.d�  ّأثبت إذن أنOR AB=  ّوأن( , ) ( , )
2

u OR u AB
π

= +
���� ����
� ). واستنتج تعامد المستقيمين � )OR 

)و )AB.  

  2 

  1 

O
A

B

MN

R

Q

P
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    لنتعلمّ البحث معاً 

 ��� �����  

 M. لتكن اً مثلثاً مباشر التوجيه كيفي ABCنتأمّل في المستوي   
]منتصف  ]AC ، وليكنAB B′ وACC  Aمثلثين قائمين في  ′

)وسط تأنّ المأثبت  ومتساويي الساقين مباشرين.  )AM  في المثلث
ABC هو ارتفاع في المثلث ،AB C′ 2Bوأنّ  ′ C AM′ ′ =.   

   نحو الحلّ   ��

 دوراً أساسياً، لذلك نعتبرها مبدأ لهذا المعلم. Aمناسب. تؤدي النقطة نبدأ باختيار معلم مباشر   �
 bاحسب بدلالة  .Cو Bإلى العددين العقديين اللذين يمثلان النقطتين  cو bونرمز بالرمزين 

Bالمُمثلة للنقاط  mو ′cو ′bالأعداد العقدية  cو Cو ′   بالترتيب.  Mو ′
Bنهدف إلى إثبات أنّ   � C′ ′

�����

AMعمودي على  
�����

  إثبات أنّ إلى ، الذي يؤول 

( , )
2

AM B C
π

′ ′ = +
����� �����

)أو   , )
2

AM B C
π

′ ′ = −
����� �����

2وأنّ    
B C

AM

′ ′
=  

cي فكرة حساب النسبة ومنه تأت   b

m a

′ ′−

−
، التي تعطي مباشرة جميع المعلومات المطلوبة. احسب 

  هذه النسبة واستنتج الخاصة المطلوبة.

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 ����� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �  

)نزوّد المستوي بمعلم متجانس مباشر  ; , )O u v
)نقرن كل نقطة  .�� )M z  حيثz i≠  بالنقطة

( )M z 2zحيث  ′
z

z i

+
′ =

−
 .  

zالتي يكون عندها  Mمجموعة النقاط  ∆عيّن   ����  عدداً حقيقيّاً. ′

zالتي يكون عندها  Mمجموعة النقاط  Γعيّن  ����  عدداً تخيليّاً بحتاً. ′

   نحو الحلّ   ��

z: الشرط التفسير الهندسيالتفسير الهندسيالتفسير الهندسيالتفسير الهندسي  � )Im يُكافئ القول عددٌ حقيقي ′ ) 0z ′ zأو = z′ argأو ،=′ {0, }z π′ ∈ 

) في حالة( 0z ′ zلأنّ . و ≠ zمن الشكل  ′ a

z b

−

−
تعمال الخاصة الأخيرة. وجدنا من المناسب اس 

اعين . ما الزاوية بين شعMو Bو A إلى الأعداد العقدية التي تمثّل النقاط zو bو aلنرمز 

argالتي يقيسها المقدار 
z a

z b

 −    − 
  ؟ 

  4 

  3 

A

B

C

M

C ′

B ′
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zلوضع   � zبالشكل  ′ a

z b

−

−
)، نكتب  2)z

z
z i

− −
′ =

−
)، ونعرّف النقطتين  )A i و( 2)B −.  

  .وضّع هاتين النقطتين �
zتحقّق أنّ  � Mحقيقي إذا وفقط إذا كان  ′ B=  أو( , ) {0, }MA MB π∈

���� ����

.  
zلا تنس أنّ ( .تها الهندسيةوعيّن طبيع ∆مثّل المجموعة  � i≠  ّومن ثَم(M A≠.  
  ومثّلها هندسياً. Γعيّن بالمثل المجموعة  �

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

      الأمام إلى قدُُماً 
 !"#$� %&��'( )*+,- �+.	/!"#$� %&��'( )*+,- �+.	/!"#$� %&��'( )*+,- �+.	/!"#$� %&��'( )*+,- �+.	/  

 ABCD. أثبت أنّ الرباعي Dو Cو Bو Aأربع نقاط  dو cو bو aتمثّل الأعداد العقدية   
aيكون متوازي الأضلاع إذا وفقط إذا كان  c b d+ = +.  

 ����*0  �,101(� 2
� � 3	
4����*0  �,101(� 2
� � 3	
4����*0  �,101(� 2
� � 3	
4����*0  �,101(� 2
� � 3	
4 3

8

π.  

2aاللتين يمثلهما العددان  Bو Aنتأمّل النقطتين    3و = /42 ib e π= وليكن .I  منتصف
[ ]AB.  
.a�  ارسم شكلاً مناسباً، وبيّن طبيعة المثلثOAB.  
.b�  استنتج قياساً للزاوية( , )u OI

���
�.  

.a�  احسب العدد العقديIz  المُمَثّل للنقطةI .بصيغته الجبرية والأسية  

.b�  3استنتج كلاًّ من
cos

8

π 3و
sin

8

π.  

αالشكل واحسب المجموع  تأمّل  β γ+ هي القياسات الأساسية للزوايا  γو βو αحيث  ،+

)الموجهة  , )OAOD
���� ����

)، و , )AB AD
���� ����

)و   , )BC BD
���� ����

  بالترتيب. 

  
)نقرن بكل نقطة   )M z  1من المستوي حيث

2
z i≠ Mالنقطة  − التي يمثلها العدد العقدي  ′

2

1 2

z i
z

iz

+
′ =

−
إلى  M. أثبت أنّه إذا انتمت 1ونصف قطرها  Oالدائرة التي مركزها  Γلتكن  .

Γ  انتمتM   ؟أيضاً. أيكون العكس صحيحاً  Γإلى  ′

α β
γ

O A B C

D

  6 

  5 

  8  

  7 
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 5 � 6
�5 � 6
�5 � 6
�5 � 6
�7�	87�	87�	87�	8  

. النقطة Aقائماً في  ABCالمستوي الموجّه، مثلّثاً مباشراً  فينتأمّل 
M  هي المسقط القائم للنقطةA  على( )BC وبالترتيب ،H وK  هما

)على  Mالمسقطان القائمان للنقطة  )AB  وعلى( )AC بالترتيب .
)نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين  )OA و( )HK .  

)نختار معلماً متجانساً ومباشراً  ; , )O u v
]في منتصف   Oبحيث تقع  �� ]BC  ويكونu

عمودياً  �
)على  )AB وv�  ًموجّهاً للمستقيم  شعاعا( )AB ونرمز ., , , , ,a b c h k m  إلى الأعداد العقدية التي

,تمثل النقاط  , , , ,A B C H K M.  
aعلّل ما يأتي :   � b= وa m h k− = −.  

.a�  ّأثبت أنarg
2

a m

b

π −  =  
argأو  

2

a m

b

π −  = −  
.  

.b� أنّ  استنتجarg
2

h k

a

π −  = −  
argأو  

2

h k

a

π −  =  
  ، ثمُّ أثبت المطلوب.

 OCDو OABالمثلثات  .الشكل المجاور الموجّهالمستوي  فينتأمّل  

 Kو Jو Iمثلثات قائمة ومتساوية الساقين ومباشرة. النقاط  ADEو
صفات أوتار هذه المثلثات. نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين هي منت
( )AJ و( )IK  ّوأنIK AJ= ه ؤ مبد اً . نختار معلماً متجانساً مباشر
O ونرمز .a وc  إلى العددين العقديين المُمثّلين للنقطتينA وC .  

.a�  عبّر بدلالةa وc  عن الأعداد العقدية التي تمثّل النقاطB وD وE.  
.b�  استنتج الأعداد العقديةIz وJz وKz   التي تمثّل النقاطI وJ وK.  
)أثبت أنّ  � )K I Jz z i z a− =   . ثمُ استنتج الخواص المطلوبة.−

نُنشئ خارجه  .ABCDالمستوي الموجّه رباعياً محدباً مباشراً  فينتأمّل  

 NCBو MBAالتي تجعل المثلثات  Qو  Pو Nو Mالنقاط 
بالترتيب ومتساوية    Qو Pو Nو Mقائمة في  DQAو PDCو

  الساقين ومباشرة.
MPأثبت باستعمال الأعداد العقدية أنّ  NQ= نّ المستقيمين وأ( )MP 

)و )NQ متعامدان.  
  

  11  
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نقطة من  I .Dمركزه النقطة  ABCنتأمّل في المستوي الموجّه مثلثاً متساوي الأضلاع مباشراً  

]داخل القطعة المستقيمة  ]BC نُنشئ مثلثين متساويي الأضلاع مباشرين .BED وDFC .
متساوي  IJK. نهدف إلى إثبات أنّ المثلث DFCو BEDمركزي المثلثين  Kو Jونعرّف 

)الأضلاع. نختار معلماً متجانساً مباشراً   , , )B u v
BCبحيث  �� au=

����
aحيث  � BC=.  

  بالترتيب.  Iو Aاللذين يمثلان  Izو Az، العددين العقديين aاحسب، بدلالة  �
BDنفترض أنّ  � tBC=

���� ����

t]0,1[حيث    Jz، العددين العقديين tو aاحسب بدلالة  .∋
  بالترتيب. Kو Jاللذين يمثلان  Kzو

)3/تحقّق أنّ  � )i
K I J Iz z e z zπ− =   ، واستنتج الخاصة المرجوّة.−

)المستوي العقدي بمعلم متجانس مباشر  نزوّد  ; , )O u v
Bو Bو ′Aو A. النقاط �� هي النقاط  ′

  بالترتيب. −iو iو −1و 1الموافقة للأعداد العقدية 
) نقرن كل نقطة   )M z  مختلفة عن النقاطO وA وA′ وB وB 1النقطتين  ′ 1( )M z 2و 2( )M z 

  قائمين ومتساويي الساقين بحيث 2AMMو  1BMMبحيث يكون المثلثان 

1 1 2 2( , ) ( , )
2

M B M M M M M A
π

= =
����� ������ ������ �����

  

  ارسم شكلاً مناسباً. �
.a�  1علّل صحة المساواتين 1( )z z i i z− = 2و − 21 ( )z i z z− = −.  
.b�  1عبّر عنz 2وz  بدلالةz.  
.a�  نهدف إلى تعيين النقاطM  1التي تجعل المثلث 2OM M .مثلثاً متساوي الأضلاع  
.a�  1أثبت أنّ الشرط 2OM OM=  1يُكافئz z i+ = مجموعة النقاط  ∆واستنتج  +

M   1التي تجعل 2OM OM= على الشكل نفسه.  ∆، وارسم  

.b�  1أثبت أنّ الشرط 1 2OM M M=  2يُكافئ 2
1 2z z+ =.  

.c�  استنتجΓ  مجموعة النقاطM  1التي تحقق 1 2OM M M= وارسم ،Γ .على الشكل نفسه  
.d�  استنتج مما سبق النقاطM  1التي تجعل 2OM M  ددها على . وحالأضلاعمثلثاً متساوي

  الشكل.

  13  

  12  
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  التحليل التوافقي 
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  الكَرَ
,، توفاه الله عام الكَرَ
، ويعُرَف أيضاً �سم الكرْ أبو بكر محمد بن الحسن هو 

القليل عن حياة هذا العالم ولكن من المؤكدّ أنهّ عاش في بغداد ، يعُرف م 1029
أهمّ أعماS كتاب يحمل اسم "الفخري" نسـبة إلى اسم حاكم م.  1000حوالي العام 

تاتئ أهمية هذا العمل من كونه أوّل دراسة مفصYّ  .في تV الفترةفخر المV بغداد 
  . ينالحدّ  ذيمن منشورات  
 كتابه عدداً رَ لجبر كثيرات الحدود. ضمّن الكَ 

  
) من فبعد أن اكتشف الأنماط الظاهرة فيى نشر كلّ  )a b+ 2و( )a b+ 

3( )a b+ 4و( )a b+  ٔمثال اسـتطاع اكتشاف القاعدة التي تفيد في حساب الا
( )n
k

 ذي الحدينفي منشور  
0
( )( ) n

k
k n kn

k
n a ba b =

−=+   ، وتحديداً ∑
1 1

1( ) ( ) ( )n n n
k k k

− −
= + −  

ثمُّ نظّم هذه الأمثال في جدول S شكل مثلثّ. أسماه الأوربيون في القرن السابع 
ت الأعداد مكعبامجموع مجموع مربعات و  اكتشف الكرَ
 عشر �سم مثلث �سكال.

  وعبرّ عن نتائجه �لشكل:  ،nحتىّ  الطبيعية
2 2 2

3 3 3 2

2 11 2 (1 2 )
3

1 2 (1 2 )

nn n

n n

      

++ + + = + + +

+ + + = + + +

⋯ ⋯

⋯ ⋯

  

  .الإثبات �لتدريج ويمكن اعتباره أبَ 

�

�

�

�

�

�

�

�

1
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1

1

1

1
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  انطلاقة نشطة 

  تعداد القوائم : الأشجار والخانات. 

  التعدادمسائل  �

 nمكوّنة من  Eما يؤول حل بعض مسائل التعداد إلى الإجابة عن السؤال الآتي : لدينا مجموعة كثيراً 
. لاحظ أنّ القائمة Eمن بنداً مأخوذاً  pمن ، ونهتم بعدد القوائم المكوّنة pعنصراً. نُعطى عدداً طبيعياً 

، فالقائمة تحترم الترتيب، فهناك أوّل عنصر في القائمة، وهناك ثاني عنصر في القائمة وهكذا
( , , , )a b c )مختلفة عن القائمة  … , , , )a c b بنود كذلك يمكن للعنصر نفسه أن يظهر مرّات عدّة في ، و …

)قائمة، فمثلاً ال , , , )a b b   هي أيضاً قائمة. …
 أو القفا Hقطعة نقود ثلاث مرات متتالية، في كلّ مرّة يمكن أن يظهر الوجه  ينُلق. إلقاء قطعة نقود �

T يمكن تمثيل كل نتيجة للتجربة بكلمة مثل .HTT  إذا ظهر في المرة الأولى الوجهH  ثمُّ ظهر
  في المرّتين اللاحقتين.  Tالقفا 

  ؟ ما عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة �
}إذا رمزنا إلى المجموعة  لاحظ أنّه , }H T  بالرمزE كان المطلوب هو عدد القوائم المكونة من ،

3p. هنا إذن Eثلاثة بنود مأخوذة من  2nو = =.  
  في مباراة للجري يتنافس خمسة متسابقين.. الترتيب �

ما هو عدد النتائج المختلفة الممكنة لهذه المبارة مع افتراض عدم وقوع حالات تساوٍ في   �
  الترتيب؟ 

}، ولتكن  Eو Dو Cو Bو Aنسم المتسابقين ل }, , , ,A B C D E=E إنّ عدد النتائج الممكنة .
5n. هنا إذن Eمأخوذة من  مختلفةهو عدد جميع القوائم المكوّنة من خمسة بنود  5pو = =.  

ى . نسحب عل�و �و 
و 	و �يحوي صندوق خمس كرات مرقّمة  . السحب دون إعادة �
)ثلاث كرات ونسجّل وفق ترتيب السحب أرقام هذه الكرات مثلاً  التتالي ), ,��
.  
  ما عدد النتائج الممكنة لهذه العملية؟   �

لأنّ الكرة المسحوبة لا -مختلفةبنود  ثلاثةإنّ عدد النتائج الممكنة هو عدد جميع القوائم المكوّنة من 
} المجموعة منمأخوذة  - تعود إلى الصندوق }, , , ,=E �	
5n. هنا إذن �� 3pو = =.  

 1 نشاط 
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  التعدادبعض طرائق  	

  لنرجع إلى المثال الأوّل أعلاه.

لتعيين جميع  .اسـتعمال التمثيل الشجري �
الشجرة في بن الاستعانة مك يُ الممكنة  النتائج

  .الشكل المجاور التي يطلب منك إتمامها

  ما هي النتائج الممكنة ؟ وما عددها ؟ �

يتفرّع إلى العدد  iمن السهل تعداد الفروع النهائية لمثل هذه الشجرة. إذا كان كل فرع في المرحلة  
من الفروع، كان عدد الفروع النهائية مساوياً لجداء ضرب هذه الأعداد أي  inذاته 

1 2 pn n n× × ×⋯ .وهذا ما ينص عليه المبدأ الأساسي في العد  
  من استعمال شجرة يمكننا الاستفادة من تقنية ملء الخانات. بدلاً  .اسـتعمال الخا�ت �

مثلاً يمكننا عند دراسة المثال المتعلّق بإلقاء قطعة النقود القول ف
نا نحصل على جميع النتائج الممكنة عن طريق ملء كل واحدة إنّ 

  .Tأو  Hبأحد الحرفين  3و 2و 1من الخانات المرقّمة 

كم خياراً لدينا لملء الخانة الأولى ؟ وعند كل واحد من هذه الخيارات، كم خياراً لدينا لملء  �
الخانة الثانية؟ إذن كم خياراً لدينا لملء الخانتين الأولى والثانية؟ وعند كل واحد من هذه 

ة الثالثة؟ استنتج عدد الإمكانات المختلفة لملء الخانات خياراً لدينا لملء الخان الخيارات، كم
  الثلاث.

  (تذكرة): المبدأ الأساسي في العد 

ية إمكان inمن بين  iبنداً. نفرض أنّنا يمكن أن نختار البند  pنريد إنشاء قائمة مكوّنة من  ♦
1معطاة. عندئذ يكون عدد القوائم المختلفة التي يمكننا إنشاءها 2 pn n n× × ×⋯ .  

طريقة  inوفق   iمن المراحل. يمكن إنجاز المرحلة  pعدد ب يمرمهمة  إنجازلنفترض أن   ♦
1عندئذ يساوي عدد الأساليب المختلفة لإنجاز المهمة كاملة مختلفة.  2 pn n n× × ×⋯.  

 .�ستفادة مما سبق أجب عن الأسئلة الواردة في الفقرة بالا �

خانات التي  4. ما عدد الأعداد المؤلفة من 9إلى   0مجموعة الأرقام من  Eلتكن  �
  زوجية ؟ ، والتي خانة مئاتهاEيمكنك تكوينها من أرقام المجموعة 

H

…

H

T

…

…

H HHH

HHT T

H HTH

… ……

… ……

… ……

… ……

… ……

 3 خانة 2 خانة 1خانة 
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        إنشاء قوائم من عناصر مجموعة     
 عنصراً. nمن  مكوّنة Eغير خالية  في هذه الفقرة نتأمّل مجموعة

1.1 . . . . ��� ���	
��
 �����        

  .Eبنداً تضم جميع عناصر  nمكوّنة من كل قائمة ، E على المجموعة تبديلاً سمي ن

}لنفترض أنّ   , , , }E a b c d= من عندئذ يكون كل .( , , , )a b c d  و( , , , )a c b d  تبديلاً علىE .
. يؤول )وهكذا... بندٍ  ثاني، و بندٍ  وّلألاحظ أنّ مفهوم القائمة يضم فكرة الترتيب في طيّاته، فهناك (

، وتكون Eإلى ملء أربع خانات مرقّمة، بحيث تحوي كل خانة حرفاً واحداً من  Eإنشاء تبديل على 
  الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى مثنى.

  
. 2خيارات ممكنة لملء الخانة  ، ويوافق كلاًّ منها ثلاثةُ 1بعة خيارات ممكنة لملء الخانة هناك أر 

4إذن هناك  . وعليه 3، ويوافق كلاًّ منها خياران لملء الخانة 2و 1خياراً ممكناً لملء الخانتين  ×3
4نرى أنّه يوجد  3 2×  2و 1خياراً لملء الخانات  ×

واحدٌ  ارات خيارٌ ، وبالطبع يوافق كلاًّ من هذه الخي3و
 E. إذن عدد تباديل المجموعة 4لملء الخانة 

4 يساوي  3 2 1× × ×.  

  الحا� العامّة

)، و1خياراً لملء الخانة  nتجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه: هناك  1)n خياراً  −
  إذن هناك  .n، وهكذا... حتّى نصل إلى خيار واحد لملء الخانة 2لملء الخانة 

( 1) 2 1nn× − × × ×⋯  
 .Eتبديلاً على المجموعة 

    
  1تعريف  

)عنصراً  nيعطى عدد تباديل مجموعة مكوّنة من  1)n   بالصيغة ≤
( 1) ( 2) 2 1n nn× − × − × × ×⋯  

!0، ونصطلح أنّ »عاملي n«ه ؤ ونقر  n!نرمز إلى هذا العدد بالرمز  1=.  

 مثال

 4 خانة 3 خانة 2 خانة 1خانة 
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2.1 . . . . : ���
��
  ��
���
��
��� ��        

أي ، E من المجموعة rقائمة دون تكرار طولها  كل ،Eمن المجموعة  rترتيباً طوله  سمين
1)، وبنودها مختلفة مثنى مثنى، Eبنداً مأخوذاً من عناصر  rكل قائمة مكوّنة من  )r n≤ ≤.  

}لنفترض أنّ   , , , , }E a b c d e=من  . عندئذ يكون كل
( , , )a b d و( , , )b d e  ًمن المجموعة  3طوله  ترتيباE يؤول  .
ت خانا ثلاثإلى ملء  Eمن المجموعة  3طوله  ترتيبإنشاء 

، وتكون الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى Eمرقّمة، بحيث تحوي كل خانة حرفاً واحداً من 
 3مماثلة لما أجريناه في المثال السابق نجد أنّ عدد القوائم دون تكرار التي طولها بإجراء مناقشة  مثنى.

5يساوي  Eمأخوذة من  4 3× × .  

  الحا� العامّة

. فإنّ nمجموعة عدد عناصرها يساوي  Eتجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه. إذا كانت 
  يساوي   ،Eمن عناصر   r كل منها التراتيب التي طولعدد 

( 1) ( 2) ( 1)n n n n r× − × − × × − +⋯  

    
  2تعريف  

)عنصراً  nمن مجموعة مكوّنة من  r التراتيب التي طول كل منهايعطى عدد  1)n r≥ ≥ 
  بالصيغة

( 1) ( 2) ( 1)n n n n r× − × − × × − +⋯  
rنرمز إلى هذا العدد بالرمز 

nP.  

3.1 . . . . �
��� �  ��
���
        

في بنود  Eلأننا نسمح بتكرار عناصر المجموعة 
بنداً، لدينا  rالقائمة، فعند إنشاء قائمة مكونة من 

n  خياراً للبند الأوّل، وكذلكn خياراً للبند الثاني، ...، وn  خياراً للبندr عدد هذه القوائم . إذن
rإنّ   .rnيساوي 

n  هو عدد القوائم مع تكرار التي طولهاr  ويمكن إنشاؤها من مجموعة عدد

   .nعناصرها يساوي 

  

 3 خانة 2 خانة 1خانة  لمثا

 r خانة 2 خانة 1خانة 
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  تكريساً للفهم 

  في مسائل التعداد ؟ n!كيف نفسّر   




عنصراً، أو إنّه عدد  nالطرائق المختلفة لترتيب عناصر مجموعة مكونة من  هو عدد n!إنّ  

 عنصراً. nالقوائم المرتّبة المؤلّفة من 

صول حصانين أو ما عدد النتائج المختلفة الممكنة لسباق يضمّ ستة أحصنة، بافتراض عدم و  
أكثر إلى خط النهاية في اللحظة ذاتها. إنّ أية نتيجة للسباق هي تبديل على مجموعة الأحصنة 

!6الستة. إذن هناك  6 5 4 3 2 1 720= × × × × ×   نتيجة مختلفة. =

  كيف نُجري الحسابات باستعمال العاملي ؟  




 لاحظ أنّ  

4 (3!5! 5 ( ) 4 3 (2!)4 !) 5 5× × = × × ×= × =  




1وبوجه عام في حالة   r n≤  لدينا ≥

( 1) ( 1) ( )!

( )!

!
r
n

n n r n r

P n

n n

r

× − × × − +

= ×

= × −

−

⋯  

  وعليه
!

( 1) ( 1)
( )!

r
n

n
n n n r P

n r
= × − × × − + =

−
⋯   

!10فمثلاً 
1 900

8!
9× 11و  ==

12!
10 13

9
012

!
2× × ==.  

  كرات  تسعالسحب دون إعادة لأربع كرات من صندوق يضم  
. نسحب على التتالي أربع كرات دون إعادة 9إلى  1كرات مرقّمة من  سعتيحتوي صندوق على 

ونسجّل بالترتيب أرقام الكرات المسحوبة.  ما عدد الأعداد المكوّنة من أربع خانات التي يمكننا 
  تشكيلها بهذه الطريقة.

  
 عشراتخيارات ل 8خيارات لآحاد العدد الناتج، وبعد سحب الكرة التي تحمل هذا الخيار يبقى  9هناك 

يد خانة كرات متبقية لتحد 7هذا العدد نحددها بسحب الكرة الثانية، ثمُّ نسحب الكرة الثالثة من بين 
نستنتج إذن أنّه  لوف بسحب الكرة الرابعة من بين الكرات الست المتبقية.الأ، وأخيراً نختار خانة المئات

8بالإمكان تشكيل  7 6 3 249 0× × ×   عدد مختلف بهذا الأسلوب.  =
  

    الحل

 مثال

 مثال
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  عدد القوائم مع تكرار 
  .SYRIA نها انطلاقاً من حروف كلمةيو كم كلمة من ثلاثة حروف يمكننا تك

  
التي فيها خمسة حروف مختلفة. لملء الخانة  SYRIAنتخيّل ثلاث خانات علينا ملؤها بحروف كلمة 

الحروف في الكلمة، فهناك أيضاً خمسة الأولى لدينا خمسة خيارات، ولمّا كان لا يوجد ما يمنع من تكرار 
خيارات لملء الخانة الثانية وكذلك هناك خمسة خيارات لملء الخانة الثالثة. في المحصّلة هناك 

5 5 125 5× ×   .SYRIAكلمة من ثلاثة حروف حروفها مأخوذة من حروف كلمة  =

 
   تَدربْ 

  اختزل المقادير الآتية دون استعمال الآلة الحاسبة:   �

2

7 ! 6 4! 6! 5! 17 ! 21!

10! 5! 5! 15! 20!
6! 7

5!

3

! 9! 9! 6! 1 42

2!3!4 ! 6! 5! 5! 7 !( )! !4 ! 3

× −

+
× ×

−

×
� � 
 	 �

� � � � �

   

  اختزل المقادير الآتية:   �
(2 )! (2 1)! (2 1)! ( 1)!

2( !) ( 1)! (2 1)! ( 1)!
(2 )! 1 1 ( 1)! !

1 3 5 (2 1) ! ( 1)! ! ( 1)!

n n n n

n n n n

n n n

n n n n n

− − + +
− − − −

−
− −

× × × − + +⋯


 	 �

� � �

   

}اكتب جميع تباديل المجموعة    � , , , }E a b c d=.  
S{1,2,5,8,9}لتكن المجموعة   � =.   

  ؟Sكم عدداً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة  �
  ؟Sتشكيله من عناصر المجموعة  كم عدداً مختلف الأرقام ومؤلف من منزلتين يمكن �
  ؟Sكم عدداً زوجياً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة  �

قوامها مهندس واحد وعامل واحد تلفة مخلجنة كم عمال،  أربعة، و مهندساني أحد مراكز الهاتف ف  �
  ؟لمتابعة أعمال الصيانة في المركزيمكننا تأليفها 

نائب و أعضاء، بكم طريقة يمكن اختيار رئيس،  سبعةيتألف مجلس إدارة نادي رياضي من   �
  للنادي؟ وأمين سرٍ  للرئيس،

 )ذهبية، فضية، برونزية(يجري فيه توزيع ثلاث ميداليات بق في سباق للدراجات، اشترك مئة متسا   �
  .)لا توجد حالات تساوٍ ( ؟كم نتيجة ممكنة لهذا السباق

    الحل

 مثال
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        التوافيق    

1....2 . . . . 
���
 !��"�#�$        

    
  3تعريف  

0عدداً طبيعيّاً يُحقق  rعنصراً وليكن  nمجموعة مكوّنة من  Eلتكن  r n≤ توفيقاً . نسمّي ≥

  .Eعنصراً من  rمؤلفة من  كل مجموعة جزئية ،Eعنصراً من  rيضم 

تمثلان  {1,0}و {0,1}في المجموعة الجزئية غير مهم، فمثلاً  صرإنّ ترتيب العنا    :  ملاحظة    
  المجموعة نفسها.

}في حالة   , , }E a b c=  التوافيق التي تضم عنصرين( 2)p }هي  Eمن  = , }a b و{ , }b c 
}و , }a c.  

    
  ترميز

0)عنصراً  nعنصراً من مجموعة مكوّنة من  rالتوافيق التي تضم نرمز إلى عدد ا )r n≤ ≤ 
) ∗بالرمز )nr.  3فمثلاً استناداً إلى المثال السابق

2 3( ) = .  

2....2 . . . . #�$
���
 �%�        

}لنفترض أنّ   , , , , }E a b c d e= 3وr 5. إنّ =

3(  Eهو عدد المجموعات الجزئية من  (
5التي كل مؤلف من ثلاثة عناصر. فإذا وضعنا 

3( )q ، 1Eهذه المجموعات  إلى أمكننا أن نرمز =
2E ،... ،qE ترتيب عناصر من  ةلثلاث. لاحظ أنّ كلE  واحدة وواحدة فقط من  تبديل علىهو

)فمثلاً الترتيب . 1E ،2E ،... ،qEالمجموعات  , , )e d c  هو تبديل على المجموعة الجزئية{ , , }c d e ،
)،jE، وهو ليس تبديلاً على أية مجموعة iEولتكن  )i j≠،  ّأخرى. لأنjE  ليست مكوّنة من عناصر

iE  1ذاتها. ولكنّ عدد تباديل كل واحدة من المجموعاتE ،2E... ، ،qE  نستنتج إذن أنّه  .!3يساوي
حزمة منفصلة تضم الأولى  qالتي كلّ منها مكوّن من ثلاثة عناصر، في  Eبالإمكان توزيع تراتيب 

. qEتباديل  qو... وأخيراً تضم الحزمة  3Eوتضم الثالثة تباديل  2Eوتضم الثانية تباديل  1Eتباديل 
، وهو في الوقت ذاته يساوي ×q!3مساوياً  Eوعليه يكون عدد تراتيب ثلاثة عناصر من 

3
5 5 4 3P = × إذن  .×

3
5 5
3

5 4 3
10

3! 3 2 1
( )

P
q

× ×
= = = =

× ×
.  

                                                 

∗
rهناك ترميز سابق مازال يستعمل في بعض الكتب هو  

nC  ًولكننا سنلتزم بالترميز الشائع حاليا.  

 مثال

 مثال
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  الحا� العامّة
، nعدد عناصرها يساوي  Eعنصراً مأخوذاً من مجموعة  rبوجه عام، لإنشاء ترتيب مكوّن من 

Eمجموعة جزئية  نبدأ باختيار  )، وهناك rعدد عنصرها يساوي  Eمن  ′ )nr  ُّخياراً مختلفاً، ثم
Eعناصر  نرتّب مختلفاً ممكناً، إذن استناداً إلى المبدأ الأساسي في   )تبديلاً (ترتيباً  r!وهناك  ،′
)!العدّ  )r

n

n
P r r×= ،:وهكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية  

    
  1مبرهنة  

)عنصراً  nعنصراً من مجموعة مكوّنة من  rيعطى عدد توافيق  0)n r≥   بالصيغة ،≤
( 1) ( 1) !

! ! ( )! !
( )

r
n n n n r n

r r n

Pn
r

r r

− − +
= = =

− ⋅
⋯  

  تكريساً للفهم 

)كيف نفسّر    )nr في مسائل التعداد ؟  




)إنّ   )nr يارات المختلفة لـ هو عدد الخr  عنصراً مختلفاً من مجموعة مكونة منn  ًعنصرا. 

)كيف نحسب بعض القيم البسيطة للمقدار    )nr ؟  




)0إنّ   )n  عنصراً في مجموعة مكونة من  0هو عدد الأجزاء المكونة منn .ًفقط  عنصرا

)10المجموعة الخالية تحقق هذه الشرط! إذن  )n =. 




)1إنّ   )n  هو عدد الأجزاء المكونة من عنصر واحد في مجموعة مكونة منn .ًمثلاً  عنصرا

}في المجموعة  , , , }E u v w x=،  هي المجموعات الجزئية{ }u و{ }v و{ }w و{ }x هناك .
)1. إذن Eمجموعات جزئية وحيدة العنصر بقدر عناصر  )n n=. 





)إنّ   )nn  هو عدد الأجزاء المكونة منn  عنصراً في مجموعة مكونة منn .ًفقط  عنصرا
)1! إذن بكاملها تحقق هذه الشرط Eالمجموعة  )nn =. 

   
 1. فيها ثماني بطاقات حمراء اللون مرقّمة من 32نتأمّل مجموعة من البطاقات عدد عناصرها 

وثماني بطاقات خضراء اللون مرقّمة  ، و8إلى  1ون مرقّمة من ، وثماني بطاقات زرقاء الل8إلى 
أي مجموعة  سحباً . نسمّي 8إلى  1وثماني بطاقات صفراء اللون مرقّمة من  ،8إلى  1من 

  جزئية مكوّنة من خمس بطاقات من المجموعة.
  كم سحباً يضمّ تماماً بطاقتين حمراوين؟ �
  ؟1تحمل الرقم  بطاقة واحدة  على الأقل كم سحباً يضم 	

 مثال
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لاصطناع سحب يضم تماماً بطاقتين حمراوين، نبدأ بسحب بطاقتين من بين البطاقات الحمراء، ثمُّ  �

  نسحب ثلاث بطاقات من بين البطاقات الأربع وعشرين الباقية. 




8هناك  

2(  من بين البطاقات الثماني المعطاة. خياراً مختلفاً للبطاقات الحمراء (





24ويوافق كل واحد من هذه الخيارات  
3(   خياراً ممكناً لبقية بطاقات السحب. (

  إذن العدد المطلوب هو
8 24
2 3

8 7 24 23 22
56672

2 3 2
( ) ( ) × × ×

= ⋅ =
×

×  

بطاقة واحدة على الأقل تحمل الرقم  السحوبات التي يضم كلّ منهامجموعة  إلى    Aلنرمز بالرمز  	
)card. لحساب 1 )� A عدد عناصر،  أي A من الأسهل حساب عدد عناصر المتمّمة ،c

A  أي عدد
c. نصطنع سحباً من 1أي منها بطاقة تحمل العدد  السحوبات التي لا يضم

A  عن طريق اختيار خمس
32وعددها  1بطاقات من مجموعة البطاقات التي لا يحمل أي منها العدد  4 28−   .  إذن=

28
5card( ) ( )c =� A  

32أمّا عدد جميع السحوبات فيساوي 
5card( ) ( )E بطاقة  . إذن عدد السحوبات التي يضم كلّ منها�=

2832يساوي  1واحدة على الأقل تحمل الرقم 
5 5 103096( ) ( )− =� �.  

 
   تَدربْ 

  ير الآتية واكتبها بصيغة أعداد صحيحة أوكسور غير قابلة للاختزال :اختزل المقاد   �
4 8 5 6 7

12 64 3 3 4 5
8 210 9 9 9

1 3 3 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

×
� � � 
 	 �   

1أثبت صحة المساواة    �
1( ) ( )n n

n r rr
−
2nفي حالة  −= 1و ≤ r n≤ ≤.  

  التي تحقّق الشرط المعطى في الحالات الآتية: nعين الأعداد الطبيعية    �
10 10

3 2 4 2 23 14 36( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n n+= = =
 	 �  

نريد تأليف لجنة مكوّنة من أربعة أشخاص مأخوذين من مجموعة تحوي خمسة عشر رجلاً وأربع    �
  عشرة امرأة.

  كم لجنة مختلفة يمكننا تأليفها؟ �
  كم لجنة مختلفة مكوّنة من رجلين وامرأتين يمكننا تأليفها؟ 	

    الحل
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)خواص عدد التوافيق      )nr ذي الحدين، ومنشور  

    
  2مبرهنة  

0بحيث  nو rدان الطبيعيان أياً كان العد � r n≤   كان ≥
( ) ( )n n
r n r= −  

1بحيث  nو rأياً كان العددان الطبيعيان  	 r n≤   كان >
1 1
1( ) ( ) ( )n n n

r rr
−+ =

−
−  

  الإثبات
    :1هذه نتيجة مباشرة من المبرهنة  �

! !

( ( ))! ( )! ! ( )!
( )( ) n n n
r

n n r n r r n

n
n r

r
= =

− − ⋅ − ⋅ −
=−  

  :  1هنا أيضاً نستفيد من المبرهنة  	
( 1)! ( 1)!

( 1)! ( )! ! ( 1 )!
( 1)! ( 1)!

( 1)! ( )! ! ( 1 )!
( 1)! ( 1)!

! ( )! ! ( )!

( )

( )

1

( 1)! ( 1)!

! ( )! ! ( )!
!

( )

( )

1

! )

1

(

( ) ( ) n n

r n r r n r

n n

r n r r n

r n r

r n r

r n r

r n r

r

n n

r n r r

n n

n r

n n

r n r r n r

n

r n r

rr

n

− −
= +

− ⋅ − ⋅ − −
× − × −

= +
⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − −
× − × −

= +
⋅ − ⋅ −

× − ⋅ −
= =

⋅ − ⋅ −

=
⋅

− −+−

−

−

−

−

−

+

!
( )nr=

  

  وبهذا يكتمل الإثبات.

    

  3مبرهنة  ����)����� ��(  

1nوأياً كان العدد الطبيعي  bو aالعقديان أياً كان العددان    كان ≤
1 1

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n nn nn n n n r r n n

r n na b a a b a b ab b− − −
−+ = + + + + + +⋯ ⋯  


+* (	)��)(  الإثبات�, -. /��  
1nلنُجرِ الإثبات بالتدريج. المساواة محققة في حالة  1لأنّ  = 11

0 1( ) ( ) ( )a b a b+ = . لنفترض إذن +
1nالعلاقة صحيحة في حالة  )1، ولنحسب ≤ )na b   . بملاحظة أنّ ++

1( ) ( )( ) ( ) ( )n n n na b a b a b a a b a b b++ = + + = + + +  
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  نستنتج أنّ 

( )
( )

1

1 1
0 1 1

1 1 1 1
0 1 1 1

1 1
0 1

0

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

n n n n

n n nn nn n n r r n n
r n n

n n n n nn n n r r n n
r n n

n n n nn n n r r n
r n

n n

a b a b a b a a b a b b

a a a b a b ab b

a a b a b ab b b

a a b a b ab

a b

+

− − −
−

− − + − −
− −

+ − +

+ = + + = + + +

= + + + + + +

+ + + + + + +

= + + + + +

+ + +

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ 1 1
1 1) ( ) ( )
n n nn r r n n
r n na b ab b− + +
− −+ + +⋯

  

1ولكن في حالة  r n≤ 1لدينا  ≥
1( ) ( ) ( )n nn

r rr
=   ، إذن2وذلك عملاً بالمبرهنة  −++

1 1 11 1 1 1
0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n nn n n n r r n n

r n na b a a b a b ab b
+ + ++ + + − ++ = + + + + + +⋯ ⋯  

  وأخيراً لأنّ 
1

0 0 1( ) ( )
n n+
= 1و      =

1 1( ) ( )
n n

n n

+
+= =  

  وجدنا 

1 1 1 1 11 1 1 1
0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n nn n n n r r n n

r n na b a a b a b ab b
+ + + + ++ + + − +

++ = + + + + + +⋯ ⋯  

1nفي حالة  ذي الحدينوهو منشور  كان  nصحيحاً في حالة  ذي الحدينإذا كان منشور  . وعليه+
1nصحيحاً في حالة    .nأياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً  إذن صحيح بوجه عام ، هو+

    
�����)نتيجة   ����  !��)  

  .2nيساوي  عنصراً  nإنّ عدد المجموعات الجزئية من مجموعة مكونة من 

  الإثبات
1aبوضع  b=   نجد  ينالحدّ ي ذفي منشور  =

0 12 ( ) ( ) ( ) ( )
n n n nn

r n= + + + + +⋯ ⋯  

)عنصراً، كان  nمجموعة مكونة من  Eولكن إذا كانت  )
n

r  عدد أجزاءE من  التي كلّ منها مكونr 
  ، ومن ثّم كان المجموععنصراً 

0 1( ) ( ) ( )
n n n

n+ + + +⋯ ⋯  
  .Eمساوياً لعدد جميع أجزاء 
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  فَكرْ     

���
من المراحل.  nإنجاز هذه المهمة بعدد  ، فيمكنناEمن  A. إذا كُلّفنا بإنشاء مجموعة جزئية )��'� &

وفي  أو لا نضعه فيها، وهناك خياران اثنان. Aنضع العنصر الأوّل في نقرر أَ في المرحلة الأولى 
ضعه فيها، وهناك خياران أيضاً، وهكذا حـتّى أو لا ن Aالمرحلة الثانية نقرر أنضع العنصر الثاني في 

، وهنا أيضاً لدينا خياران. واستناداً إلى المبدأ nحيث نقرّر بشأن العنصر  nل إلى المرحلة صن
2يساوي   Aالأساسي في العد، العدد الكلّي للخيارات المتاحة لتكوين  2 2 2

n

n× × × =⋯�������������.  

  تكريساً للفهم 

  ؟دون حساب 2نثبت صحة الخواص في المبرهنة كيف   




F\إلى اختيار الجزء المتمّم  Eعنصراً من  rذي  Fيؤول اختيار جزء   E F′ المكّون من  =

n r−  عنصراً. إذن هناك العدد نفسه من أجزاءE   التي كل منها مكون منr  عنصراً وأجزاءE 
nالتي كل منها مكون من  r−   عنصراً. أي( ) ( )n n

r n r= −. 




)عنصراً، وعددها  rالتي كلّ منها مكون من  E. بين أجزاء Eعنصراً من  aليكن   )nr ،ًجزءا 

 a، وتلك التي لا تحوي العنصر xوليكن عددها  aهناك نوعان، تلك الأجزاء التي تحوي العنصر 
). من الواضح أنّ yوليكن عددها  )nx y r+ عنصراً بينها  rيتكوّن كل جزء من : x . لنحسب=

1rمن  aالعنصر  }\من بين عناصر  ةذمأخو عنصراً  − }E a 1، إذن
1( )n

x r
−

= . لنحسب −
عنصراً مأخوذة من  rهو جزء مكون من  aعنصراً ليس بينها  r: كل جزء مكون من yأيضاً 

}\المجموعة  }E a  1عناصرها التي عددn )1، إذن − )n
y r

 ، ومنه =−

1 1
1( ) ( ) ( )n n n

r rr
−+ =

−
−  

)كيف نحسب    )nr  باسكال؟-الكرجيانطلاقاً من مثلث  




يفيد المثلث المبين في الشكل المجاور في حساب  

( )nr  ًإذ نستفيد من العلاقة  تدريجيا
1 1
1( ) ( ) ( )n n n

r rr
−+ =

−
في إنشاء الأسطر  −

)تدريجياً ثمُّ نقرأ  )nr  عند تقاطع السطر« »n 
»والعمود  »r .  

)ر ذي الحدين في منشو  rما صيغة الحد ذي الدليل   )na b+؟  




)إنها   ) n r rr

n
T a br

1n، والمنشور يساوي مجموع =−   .nTو …و 1Tو 0Tحداً هي  +

0 1 2 3 4 5

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

r
n

5
3( )

+
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  ذي الحديناستعمال منشور  
2)5انشر كلاً من المقدارين  1)A x= 1)6و − )B i= هو العدد العقدي الذي  iتذكّر أنّ (، +

)2يحقق  1i = −.  

  
2المقدار  � 1x )هو مجموع من الشكل  − )a b+  2حيثa x= 1وb = . نطبّق  إذن منشور −
  إذن  .−1تساوي  bوالقوى الفردية للعدد  1تساوي  b بعدّ ملاحظة أنّ القوى الزوجية للعدد ينالحدّ ي ذ

5 5 5 5 4 4 5 3 3 5 2 2 5
1 2 3 4

5 4 3 2

(2 1) 2 2 2 2 2 1

32 80 80 40 10 1

( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x

x x x x x

− = − + − + −

= − + − + −
  

  ونجد بالمثل 	
6 2 3 4 5 6(1 ) 1 6 15 20 15 6

1 6 15 20 15 6 1 8

i i i i i i i

i i i i

+ = + + + + + +

= + − − + + − = −
  

  حساب مجموع 
1)انشر  2 )nx+  واستنتج قيمة المجموع  

0 12 2 2( ) ( ) ( ) ( )
n n n nr n

n r nS = + + + + +⋯ ⋯   

  
  لدينا ذي الحديناستناداً إلى منشور  �

1(1 2 ) 1 (2 ) (2 ) (2 )( ) ( ) ( )
n n nn r n

r nx x x x+ = + + + + +⋯ ⋯  
1xتعويض بعد المطلوب يوافق الطرف الثاني  nSالمجموع  	   ومنه ،=

11 2 2 2 (1 2) 3( ) ( ) ( )
n n nr n n n

n r nS = + + + + + = + =⋯ ⋯  

 
   تَدربْ 

  :انشر كلاً من العبارات الآتية  �
6 5 4

4

4 3

(2 1) (1 ) (2 )

1
(2 ) (1 2 )

x x x

i i x
x

+ − +

 − + +   


 	 �

� � �
  

عيّن في منشور  �
10

1
x
x

  +   
  .xوالحدّ الثابت المستقل عن  2xالحدّ الذي يحوي  

2كي يحتوي منشور  nما الشرط على العدد الطبيعي  � 1
n

x
x

  +   
  .xعلى حدّ ثابت مستقل عن  

)اختزل منشور المقدار  � ) ( )6 6
1 1x x+ + −.  

    الحل

 مثال

    الحل

 مثال
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   أفكار يجب تَمثـلُها 





 .الفكرة الأولى: ترتيب أشياء في قائمة يؤول إلى ملء خانات مرقّمة 
)في قائمتين  Bو Aيمكن ترتيب الشيئين   , )A B و( , )B A. 




 تفيد الفكرة الأولى في الإجابة عن أسئلة بسيطة مثل : 





 شيئاً مختلفاً ؟ الإجابة : nبكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب  

( 1) ( 2) 2 1n n n× − × − × × ×⋯ 





 عنصراً ؟ الإجابة: nمن بين عنصراً مختلفاً مأخوذة  pبكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب  

( 1) ( 2) ( 1)n n n n p× − × − × × − +⋯ 





من عناصر مجموعة مكونة من  ملؤهابنداً والتي يمكننا  pما عدد القوائم المختلفة المكوّنة من  
n  ً؟ الإجابة:  عنصراً عندما يكون التكرار مسموحاpn. 





!بالتعريف:   ( 1) ( 2) 2 1n n n n= × − × − × × !0و ⋯× 1=.  





 !

( )! !
( ) n

n r r

n
r = − ⋅

. 





)متى نستعمل التوافيق   )nr  ؟ عندما يُطلب منّا اختيارp دة أي دون ترتيب) عنصراً (دفعة واح
 .عنصراً  nمن مجموعة مكونة من 

100كتاباً يساوي  100عدد الإمكانات المختلفة لاستعارة خمسة كتب من مكتبة تضم  
5( ).  





 ات الشهيرة:المتطابق ذي الحدينيُعمّم منشور  

2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + 3و + 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + +  
)فيكون  )na b+  مساوياً لمجموع جميع الحدود من النمط( ) r n rn

a br
 0من  rعندما تتحوّل  −

  .nمساوياً  bو a يْ . لاحظ أنّه في جميع الحدود يكون مجموع أسn إلى 

   منعكسات يجب امتلاكُها. 




 .اً عند حلّ مسألة تتطلّب تعداد 





 ها.تخيّل طريقة لاصطناع أو إنشاء الأشياء الواجب عدّ  




في هذا الإنشاء. فإذا كان الترتيب ضرورياً، فكّر  اً أو مهمّ  اً تبَيّن إذا كان الترتيب ضروري 

بأسلوب ملء الخانات، وإذا لم يكن الترتيب مهماً ففكّر بالتوافيق، أو بتقنيات أخرى تتفق مع 
  الحالة المدروسة: أشجار، جداول، مجموعات،... . 

  .طاء يجب تجنّبهاأخ 





  .تنبّه إلى عدم تعداد الشيء نفسه أكثر من مرّة 

 مثال

 مثال
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�����        

  المختلفة السحبأنواع  

    .9و 8و 7و 6صندوقاً يحوي أربع كرات تحمل الأرقام نتأمّل 

� )�
�*� +
 ,-.��  

  نُجري التجربة الآتية:




، أي إننا نُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد كل على التتالي مع الإعادةنسحب ثلاث كرات  

 مرّة.





 أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. بترتيب السحبنُدوّن  

E{6,7,8,9}ثلاثية أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة إذن نتيجة التجربة هي  . فمثلاً =
في  7في السحب الأوّل والكرة التي تحمل الرقم  9تمثّل سحب الكرة التي تحمل الرقم  (9,7,7)الثلاثية 

  في السحب الثالث. 7ب الثاني والكرة التي تحمل الرقم السح
  كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ �
  كم نتيجة ممكنة في كل من الحالات الآتية : �

.a� ؟ 7والثالثة تحمل الرقم  9، والثانية تحمل الرقم 6ولاً تحمل الرقم الكرة المسحوبة أ  
.b�  ؟ 7، والثانية تحمل الرقم 8الكرة المسحوبة أولاً تحمل الرقم  
.c�  ؟ 8، والمسحوبة ثالثاً تحمل الرقم 9الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم  
d�  ؟ 7الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم  

	  ,-.��  /%�)�
��  

  نُجري التجربة الآتية:




، أي إننا لا نُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد إعادةدون على التتالي نسحب ثلاث كرات  

 كل مرّة.





 أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. بترتيب السحبنُدوّن  

E{6,7,8,9}أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة  هنا أيضاً تكون نتيجة التجربة ثلاثية = ،
لثلاثة عناصر  ترتيبولكن في هذه المرة يجب أن تكون بنود القائمة مختلفة مثنى مثنى. فهي إذن 

  .Eمأخوذة من 
  لتجربة ؟كم عدد النتائج الممكنة لهذه ا �
  من الفقرة السابقة، ولكن لهذا النوع من التجارب. �السؤال  فقراتأجب عن  �

 1 نشاط 
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  ,-.��ً
1
 /2 3  

  نُجري التجربة الآتية:




 .ثلاث كرات من الصندوق في آن معاً نسحب  




 الثلاث المسحوبة. نُدوّن أرقام الكرات 

E{6,7,8,9} بمجموعة جزئية مكوّنة من ثلاثة عناصر مأخوذة من نتيجة التجربةيمكن تمثيل  ناه =.  
  كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ �
  ؟  7لعدد كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها ا �
  ؟ 9و 8كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العددان  �

  مثلثات في مسدّس 

 عة على دائرة بحيث تشكلموزّ  Fو Eو Dو Cو Bو A طانق في الشكل المرسوم جانباً لدينا ست
   مسدّس منتظم. رؤوس

   نحصل على مثلّث.لنصل بين ثلاث نقاط منها نُجري التجربة الآتية: 
  أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟المثلثات التي يمكن  عدد ما �
  أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟يمكن التي المثلثات القائمة  عدد ما �
ا أن نحصل عليها بهذيمكن التي المنفرجة الزاوية عدد المثلثات  ما �

  الأسلوب؟
  

  منعاً من السرقة 

من  مكون )كود(رمّاز ليفتح عند إدخاقفل رقمي مضاد للسرقة  مذياع ذو السياراتيوجد لبعض أنواع 
,0,1منها أن يأخذ أياً من القيم  عدد ذي أربع خانات يمكن لأيّ  ,9…  .  

.a�  التي تصلح للقفل؟ ازاتالرمّ ما هو عدد  
التي الرمازات ينطلق الإنذار في السيارة إذا لم يجرِ إدخال أي خانة صحيحة في مكانها. ما عدد 

  تُسبب انطلاق الإنذار.
.b�  ؟تصلح للقفل والمكوّنة من خانات مختلفة مثنى مثنىالرمازات التي ما هو عدد  
عند فصل التغذية الكهربائية عن المذياع، يجب على مالك السيارة أن يعيد إدخال الرماز  �

الصحيح مجدداً ليتمكن من استعمال المذياع. يتذكر المالك أنّ الرماز الصحيح مكوّن من 
  ولكنه نسي ترتيبها.  9و 9و 5و 1الأرقام 
  أن يكوّن من هذه الأرقام؟ اً مختلفاً يمكن للمالككم رمّاز 

  

 3 نشاط 

 2 نشاط 

A

C B

D

E F
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  تحويل العبارات المثلثية 


 78 ���65 �5����( ؟ �
  

cosnنهدف إلى التعبير عن مقادير مثل  x  أوsinn xحتى  ، أوcos sinn mx x  بصيغة مجموع حدود
)cosمن الصيغة  )b qx  أوsin( )c qx  حيثb وc أعداد حقيقية وn وm وq  .فمثلاً أعداد طبيعية

2:  رأينا في دراستنا السابقة أن 1 1
cos cos2

2 2
x x= 2و     + 1 1

sin cos2
2 2

x x= −.  

ا من كتابة التابع تظهر أهمية هذه التحويلات خصوصاً عند حساب التوابع الأصلية، فإذا تمكّنّ 
cos sinn mx x x֏  بصيغة عبارة خطية لتوابع من النمطcos( )x qx֏  أوsin( )x qx֏ صار ،

  بإمكاننا حساب تابع أصلي لهذا التابع.

	 9
:
 3 �'��;�� <�=  

4sinلنسعَ إلى تحويل عبارة  x  إلى مجموع حدود من الصيغةcos( )a qx.   





sinنستعمل علاقتي أويلر : 
2

ix ixe e
x

i

−−
cosو أ  =

2

ix ixe e
x

−+
=:  

  
4

4 41
sin ( )

2 16

ix ix
ix ixe e

x e e
i

−
−

 −  = = −   
 





)4ثمُّ ننشر   )ix ixe e−−  منشور ذي الحدّينباستعمال:  

  ( )4 4 3 2 2 3 41
sin 4 6 4

16
ix ix ix ix ix ix ix ixx e e e e e e e e− − − −= − + − +  





)نختزل هذه الصيغة باستعمال   )ikx ik x i k k xe e e′ ′−  معاً لنجد −ipxeو ipxeع كل حدّين ثمُّ نجمّ   =−

  ( )4 4 4 2 21
sin ( ) 4( ) 6

16
ix ix ix ixx e e e e− −= + − + + 





2cosipxنستعمل علاقتي أويلر بالشكل   ipxe e px−+ 2أو = sinipx ipxe e i px−−  لنجد =

  ( )4 1 1 1 3
sin 2cos 4 8 cos2 6 cos 4 cos2

16 8 2 8
x x x x x= − + = − + 





2/فمثلاً لحساب  
4

0
sin x dx

π

 نكتب ∫

2
/2

4

00

1 1 3 3
sin sin 4 sin2

32 4 8 16
x dx x x x

π
π

π 
 = − + =
  

∫  

  ).قرة دراية ببحث التكاملفالا تطلب هذت(


 ��>;?  

  : xما يأتي إلى مجموع نسب مثلثية لمضاعفات مة عبار  كلّ  حوّل
5 2 2 4sin cos sin cosx x x x� � �.   

 4 نشاط 
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  العلاقتين  صحةأثبت  
1

1

1

( )

( )

n
r n
n n r
r

+
+

=
+ −

و      
1

11
1

( )

( )

n
nr

n r
r

+
++ =
+

  

  :إذا علمت  rو nاحسب قيمة كل من  
3 8 1( ) ( )n n
r r

⋅ = ⋅ 1  و  − 1
2 51( ) ( )n n

rr
+ +⋅ = ⋅+  

 :في كل من الحالات الآتية nعيّن  
5 4 4 3

2 2

6 5 4 3
1 1

3 1 3 2
2 2 1 2

2 1 3 2
1 2 1

18 14

12 10

6 2

5 4

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

P P P P

P P P P

P P P P

P P P P

− +

− −

+ + + +

− + +

= =

= =

= =

= =

� �

� �

�

�

�

�

  

مرة واحدة فقط ، فكم  الآخرينالأشخاص التسعة ، يصافح كل منهم ي حفلف أصدقاءشرة يلتقي ع 
  صديقاً. nعمّم النتيجة السابقة إلى حالة  ؟ جرت في الحفلعدد المصافحات التي 

   .أسئلة من عشرة سبعةطلب من الطالب الإجابة عن ــد الامتحانات يُ في أح  
  ؟بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة  �
   ؟الأولى إجبارية الأربعة بكم طريقة يمكنه الاختيار إذا كانت الأسئلة  �

لجنة نشاط للصف مؤلفة من خمسة  تأليفطالبات  ثمانيو  اً طالب إثنا عشرصف فيه راد أ 
 الحالات الآتية:كل من في مختلفة يمكن تأليفها أشخاص. بكم لجنة 

  .فة من ثلاثة طلاب وطالبتينة مؤلّ اللجن �
  ر.ن على الأكثافي اللجنة طالبت �
  .ن على الأقلافي اللجنة طالبت �

2)15في منشور  3x أمثالاحسب    3 )x+.  

 ؟ 1111ما آحاد وعشرات العدد   

12في منشور  x)الذي لا يتعلق بالمتحول ( ما الحد الثابت  

3

1
( )x

x
  9 ؟ +

8  

7  

6  

5  

4  

3  

2  

1  
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  @ �A +ّCD
 $
;�E���  

4nحيث  nهرؤوس عدد محدب أثبت أن عدد أقطار مضلع )يعطى بالعلاقة  ،≤ 3)

2

n n −.  

   نحو الحلّ   ��

قطعة مستقيمة . فكم قطعة مستقيمة تصل بين رأسين غير متجاورين هو عالمضلّ  في قطرالنعلم أن    �
ومن بين هذه القطع كم ضلعاً  ؟ن نرسميمكن أ المضلع تصل بين رأسين مختلفين من رؤوس

  للمضلع تجد؟
)2اشرح لماذا يمثل المقدار    � )n n−  .عدد الأقطار المطلوب  

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  �F>= GC� ���1���  

. ABCDع في الشكل المجاور نتأمّل شبكة منتظمة مرسومة في مربّ   
علماً أن المربع  ونرغب بحساب عدد المستطيلات المرسومة في الشكل.

. مستطيل خاص  
   نحو الحلّ   ��

غالباً ما يكون مفيداً، عند حلّ مسائل التعداد، إيجاد أسلوب عملي يتيح الحصول على الأشياء التي    �
تحقّق أنه عندما يتقاطع مستقيمان شاقوليان مع  نريد تعدادها، وهذا واحد من هذه الأساليب:

  مستقيمين أفقيين نحصل على مستطيل.
لنرمز إذن إلى دون استثناء ودون تكرار.  ةن من تعداد جميع الأشياء المطلوبيجب أن نتيقّ    �

0المستقيمات الشاقولية  1 2 3 4 5, , ,( , , )v v v vv v بحيث ينطبق ( )AD  0علىv و( )BC  5علىv .
0لنرمز أيضاً إلى المستقيمات الأفقية و  1 2 3 4 5, , ,( , , )h h h hh h بحيث ينطبق ( )AB  0علىh 
)و )DC 5 علىh.  
)وعلى هذا يمكن تمثيل كل مستطيل بالشكل    ){ },, { , }i j kh v vh

ℓ
i(مع   j≠ و(k ≠ ℓ لاحظ .

)المستطيل الموافق لـ  الترتيب غير مهم أي إنّ  أنّ  ){ },, { , }i j kh v vh
ℓ

فق هو نفسه المستطيل الموا 
)لـ ){ },, { , }j i kh v vh

ℓ
)أو   ){ },, { , }j i kh v vh

ℓ
استنتج أنّ عدد المستطيلات المنشود يساوي   ... . 

  عدد أساليب اختيار مستقيمين شاقولييّن، ومستقيمين أفقيين.
  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  

11  

10  

A

D

B

C
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). ادرس كيف تتغيّر الحدود المتتالية nالة عدد طبيعي في ح   )
0

( )
r n

n
r

≤ ≤
، واستنتج أنّ المساواة 

( ) ( )n n
p q=  تُكافئp q= أوp q n+ =.  

   نحو الحلّ   ��

)متتالية لننظر إلى الحدود ال   � )
0

( )
r n

n

r ≤ ≤
4nفي حالة  .nعند بعض القيم الصغيرة للعدد   = 

,1,4,6)نجد  5nوفي حالة  (4,1 د في . في الحالتين: تتزايد الحدو (1,5,10,10,5,1)نجد  =
  البداية ثمُ تتناقص. 

  لمقارنة حدّين متتاليين نحسب نسبتهما ونقارن هذه النسبة مع الواحد.    � 

1أثبت أنّ  �

1

( )

( )

n
n rr

n r
r

+ −
=
+

.  

.a�  ّ2 نفترض أنn m= . ّأثبت أن  

1( ) ( )n n
rr+ mفي حالة  < r>   1   و( ) ( )n n

rr+ mفي حالة  > r≤.  
)2استنتج أنّ    )mm  هو أكبر أعداد التوافيق( )

0 2

2( )
r m

m

r ≤ ≤
.  

.b�  ّ2 نفترض أن 1n m=   . أثبت أنّ +

1( ) ( )n n
rr+ mفي حالة  < r>      1و( ) ( )n n

rr+ mفي حالة  > r<.  
2استنتج أنّ    12 1

1( ) ( )mm
m m

++ = )هما أكبر أعداد التوافيق  + )
0 2 1

2 1( )
r m

m

r ≤ ≤ +

+.  

)لاحظ أنّ المساواة    � ) ( )n n
p q=  تقتضي أن يكون( ) ( ) ( ) ( )n n n n

p q n p n q= = =− ، وأنّه −

,في هذه الحالة يكون إثنان من الأعداد  , ,p q n p n q− أصغر من  −
2

n  أو يساويانه. ويكونان

  السابقة. من ثَمّ متساويين استناداً إلى الفقرة
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

      إلى الأمام قدُُماً 

5 كثير الحدودليكن   4( ) (1 ) (1 )F x ax bx= + فإذا علمت أن ، انطبيعي عددان bو a حيث +
aلمجموع  ل الممكنة قيمال، فما هي 62ساوي ت x أمثال b+  ؟  

1nتوزيع  معلّميريد   ة واحدة أافتلميذاً وبحيث يحصل كل تلميذ على مك nعلى مختلفة جائزة  +
  ؟  ما عدد النتائج المختلفة لهذه العمليةعلى الأقل. 

14  

13  

12  
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S{1,2,3,4,5}لتكن المجموعة   من الأعداد التي تتميز بالخصائص  Hولدينا مجموعة  =
، كل 5العدد ، لا يوجد أي عدد منها من مضاعفات  Sالتالية: أرقامها مختلفة و مأخوذة من 

  ؟ H. فما هو عدد عناصر  20000عدد منها أكبر من 
  

نسحب من  .سوداءواحداة كرات بيضاء و كرة  3كرات حمراء و 6 ،كرات 10صندوق يحوي   
  إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. معالتتالي على الصندوق ثلاث كرات 

  ؟ كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب �
  ؟ نفسه فقط من اللون عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتينكم  �
  ؟ لوانالأكم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة  �
 جميعها من لون واحد ؟كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست  �
  على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل  �
  كرة سوداء واحدة على الأقل ؟ كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل  �
  

نسحب من  .سوداءواحداة كرات بيضاء و كرة  3كرات حمراء و 6، كرات 10صندوق يحوي   
  إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. دونالتتالي على الصندوق ثلاث كرات 

  ا السحب ؟كم عدد النتائج المختلفة لهذ �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ �
  ؟ لألواناكم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة  �
 تي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟كم عدد النتائج المختلفة ال �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ �
  كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل كرة سوداء واحدة على الأقل ؟  �
  

,1,2,3}لتكن    ,29,30}S =  S عناصر من المكوّنة من ثلاثةجزئية كم عدد المجموعات ال. …
  ؟ 3من مضاعفات العدد ها مجموع

  

)ف بالصيغة : العدد المعرّ  nAيكن ل   ) ( )2 3 2 3
n n

nA = + + −.  
  هما عددان طبيعيان. 4Aو 3Aتحقّق أنّ  �
  .nيعي عددٌ طبيعي أياً كانت قيمة العدد الطب nAأثبت أنّ  �

19  

18  

17  

16  

15  
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)ضلعاً  nنتأمّل مضلّعاً محدّباً مؤلفاً من    4)n في المضلّع كل قطعة مستقيمة  قطراً . نسمّي ≤
العامّة حيث لا تتلاقى أي  تصل بين رأسين غير متتاليين في المضلع. نفترض أننا في الحالة

عدد نقاط  nDثلاثة أقطار في نقطة واحدة إلا إذا كانت هذه النقطة أحد رؤوس المضلع. احسب 
  .5Dو 4D. يمكن البدء بتعيين nتقاطع أقطار المضلّع بدلالة 

)4: الجواب مساعدة )
n

n+.  

ثمُ أجب ، xاكتب المقادير الآتية بصيغة عبارات خطية في النسب المثلثية لمضاعفات الزاوية   
  عن السؤال الموافق.

� 3cos x، .واستنتج قيمة
/2

3

0

cos x dx

π

∫  

�3sin x ،  واستنتج قيمة
30

sin 3 3 sin
lim

tanx

x x

x→

−.  

� 4sin x،  واستنتج قيمة
/2

4

0

sin x dx

π

∫.  

� 4cos sinx x، 4واحسب

0

( ) cos sin

x

F x t t dt=   بطريقتين. ∫

  

21  

20  
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    Derangements التخالفيات أو التباديل التامّة

، لاختبار، ولكنه أراد أيضاً أن nأراد مدرّسٌ أن يخُضع طلاب صفهّ، وعددهم 
يسـتفيد من إجا?ت الطلاب تربوً> ففكّر أن يجعلهم يصحّحون أوراق إجابة بعضهم 

ها. فما حَ البعض. فقام بخلط أوراق الإجابة ثمُّ أعاد لكل طالب ورقة إجابة ليصحِّ 
    ؟ اح�ل ألاّ يصحّح أي طالب ورقة الإجابة التي تخصّه

 X1,2}إلى مجموعة الطلاب إذا رمز, , }n…  لرمز?nℕ  ]توزيع  لاحظنا أنّ كل
اختبار  k، إذ يصُحّح الطالب nℕعلى اfموعة  σلأوراق الإجابة هو تبديلٌ 

) الطالب )kσ وعليه فإنّ فضاء العيّنة هنا هو مجموعة تباديل .nℕ  وعددها!n .
تهمّنا تj التباديل حيث لا يصحّح أي طالب ورقة الإجابة التي تخصّه، أي مجموعة 

)تحققّ  التي σالتباديل  )k kσ ، تسمّى هذه التباديل nSمن  kأً> كان الطالب  ≠
، ونرمز عادة إلى عددها ?لرمز تخالفياتأو  تباديل sمّة

nD اور. فمثلاً مثلّنا في الشكلfعة أرب تخالفيات ا
. أمّا اح�ل ألاّ يصُحّح أي طالب ورقة طلاب

�ختبار التي تخصّه فهو إذن يساوي 
!
n

n
Dp
n

= .

n!عدد صحيح إلى  أقربأقربأقربأقربيساوي  nDيبرُهن أنّ 
e

 ،
  للوغاريتم الطبيعي، ومن ثمَّ هو العدد النيبري أساس ا eحيث 

1lim 0.36788nn
p

e→∞
= ≈  

كبيرة بقدر كاف كان اح�ل ألا يصُحّح أي طالب ورقة الإجابة  nفإذا كانت 
  .%37التي تخصّه حوالي 
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  �ح�لات
  انطلاقة نشطة 

  ر بما درسناه سابقاً.الهدف من هذه الانطلاقة التذكي

ن مجموعة هذه النتائج فتكو  ،النتائج الممكنة لتجربة عشوائية ما naأو …أو  2aأو  1aلتكن  �
{ }1 2, , , na a aΩ =  Ωلهذه التجربة. نسمّي كل مجموعة جزئية من الموافق  فضاء العينة …

 .الحدث الأكيد Ω. وكذلك نسمي الحدث المؤلف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي حدثاً 
عة الخالية: الحدث الذي لا يحتوي على أيّة نتيجة ويقابله المجمو  الحدثَ المستحيلنسمّي وأخيراً 

{}∅ =.  

Ω{1,2,3,4,5,6}في تجربة إلقاء حجر نرد عادي لدينا    الموافق للحصول على  A. الحدث =
يعني  6و 5و 4. فالحصول على أية نتيجة من بين {4,5,6}هو المجموعة  4نتيجة أكبر أو تساوي 

  . Aتَحققَ الحدث 
})1ثل م(ونسمي كلّ مجموعة جزئية مكوّنة من عنصر واحد  � }a  ًنتيجةٍ . حدثاً بسيطا نقرن بكل

{ }ia )من نتائج التجربة عدداً  )حدث بسيطip 0، يحقق 1ip≤ حصول يُمثل احتمال ال ≥
)(على هذه النتيجة. ونكتب i ia p=P فُ بذلك ما يسمىالتجربة العشوائيّة.  قانون احتمال. فنُعر

1ويكون لدينا :  2 1np p p+ + + =⋯. 
)، الذي نرمز إليه A وهكذا، في تجربة عشوائيّة، يكون احتمال وقوع حدث � )AP  ًمساويا

 ففي المثال السابق الأحداث البسيطة التي يتألّف منها لمجموع احتمالات وقوع كل .
( ) (4) (5) (6)A = + +P P P P فيكون .( ) 1Ω =P  فاحتمال وقوعه  ∅أمّا الحدث المستحيل

  .0يساوي 
نتائج التجربة متساوية الاحتمال، إذا كان  نقول إنّ الأحداث البسيطة متساوية الاحتمال، أو إنّ  �

)( ) (i jaa =P P  أياً كانi وj ًوإذا كان العدد الكلي لهذه الأحداث البسيطة مساويا .n  كان

)(
1

i
n

a =P وكان احتمال الحدث ،A  مساوياً عدد عناصرA  مقسوماً على عدد عناصرΩ. 

 

  Aعدد عناصر 
  Ωعدد عناصر 

( )
( )

( )

n A
A

n
= =

Ω
P

 مثال



172 

هو افتراض، يُمليه علينا النص انطلاقاً من عبارات  أن تكون نتائج تجربة متساوية الاحتمال �
 نختار عشوائياً ، أو أن متوازنة، أو إلقاء قطعة نقود غير منحاز، أو مثاليمثل إلقاء حجر نرد 
الأشياء نفضّل أحد هذه الأشياء على  نا لا، لأنّ هذا يعني أنّ من الأشياء nشيئاً من بين عدد 

ولكن في هذه الحالة يجب أن نأخذ فضاء العينة مكوّناً من هذه الأشياء التي عددها . ىالأخر 
n.  

لنتأمّل صندوقاً يحتوي على خمس كرات، اثنتان بيضاوان وثلاث سود. نسحب عشوائياً كرة   
1ينة ونسجّل لونها. فإذا أخذنا الفضاء الع 21 2 3,, ,{ , }W W B B BΩ كان احتمال أي حدث بسيط   =

1مساوياً 

5
}. ولكن إذا أخذنا فضاء العينة  , }W B′Ω دلالة على اللونين فقط، فعندئذ لا تعود  =

2:  متساوية الاحتمال ةالأحداث البسيط
( )

5
W =P 3و

( )
5

B =P.   

، أي مجموعة نتائج Aيقع الحدث  لاهو الحدث الذي يقع عندما  A′المُعاكس الحدث  �
)ويكون  .Aالتجربة التي لا تنتمي إلى المجموعة  ) ( ) 1A A′+ =P P. 

 Bو Aيقع الحدثان يقع عندما  الذي الحدثهو  B»و A«الحدث  �
A. وهذا الحدث يوافق المجموعة الجزئيّة في آن معاً  B∩،  أي

. Bو Aنتمي إلى كل من المجموعتين مجموعة نتائج التجربة التي ت
Aيكون  وعندما B∩ =  .منفصلان Bو Aنقول إنّ الحدثين  ∅

يقع أحد الحدثين يقع عندما  الحدث الذي فهو B»وأ A« الحدثأما  �
A أوB المجموعة الجزئيّة يوافق هذا الحدث و . على الأقلA B∪، 

 Aأي مجموعة نتائج التجربة التي تنتمي إلى أي من المجموعتين 
 أو إلى كليهما. Bوأ

Aو Bو Aالأحداث ترتبط احتمالات  B∩ وA B∪ :بالعلاقة المهمة الآتية  
( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B∪ = + − ∩P P P P  

، (R)الروسية اللغة  هممن %40يدرس و  ،(F) اللغة الفرنسية صف من طلاب %30يدرس   
بع طالب دروس اللغتين ان اللغتين على الأقل. فما احتمال أن يتمنهم دروس إحدى هاتي %60 يدرسو 

(F) في آن معاً؟ هنا 0.3=P و(R) 0.4=P و(F R) 0.6∪ =Pإذن ،  

(F R) 0.3 0.4 0.6 0.1∩ = + − =P   
 وعندها كانا منفصلين متنافيان إذا Bو Aنقول إنّ الحدثين  �

( ) 0A B∩ =P     و( ) ( ) ( )A B A B∪ = +P P P  

 مثال

 مثال

B

A B∪

A

B

A B∩

A
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  (�����)    الاحتمالات المشروطة 
1.1 . . . . ������ 	
��
��         

) من التلاميذ إناث %45في مدرسة   )Gمنهم ذكور %55، و ( )B ومن بين التلميذات هناك .
) مقيمات في المدينة السكنية في المدرسة 30% )Iن مع خارجيات مقيمات في منازله %70، و

) عائلاتهن )E منهم مقيمون في المدينة السكنية  %60. أمّا بين التلاميذ الذكور فهناك( )I 40و% 
) خارجيون )Eد تلاميذ المدرسة ونسجل النتيجة التي نحصل عليها . نختار عشوائياً بطاقة تعريف أح

  والتي يمكن أن تكون واحدة مما يأتي:
  » تلميذة غير مقيمة في المدينة السكنية «  و    » تلميذة مقيمة في المدينة السكنية «
  .» تلميذ غير مقيم في المدينة السكنية «  و    » تلميذ مقيم في المدينة السكنية «

  الوضع ثمثيلاً بيانياً كما في الشكل الآتي الذي نسميه تمثيلاً شجرياً:يمكننا تمثيل هذا 

  
، وهي خاصة 1لاحظ  أنّ مجموع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة نفسها يساوي 

  صحيحة عموماً، وتُعرف باسم قانون العُقَد.
تعود البطاقة المسحوبة إلى تلميذة غير مقيمة في المدينة  «الحدث   الطريق ل يمث

Gوهو الحدث  » السكنية E∩ فما هو احتمال هذا الحدث ؟  
0.45عدد تلاميذ المدرسة، كان عدد التلميذات  Nإذا كان  N×  ّمن هؤلاء غير مقيمات في  %70ولأن

0.45المدينة السكنية كان عدد هؤلاء التلميذات  0.7N× ، ولمّا كان سحب البطاقة يجري عشوائياً ×
Gاستنتجنا أنّ احتمال  )رىأي إنّ احتمال سحب إحداها يساوي احتمال سحب الأخ( E∩  يساوي

0.45   لاحظ أنّ هذا الاحتمال يساوي جداء ضرب الأعداد المكتوبة على كل فرع من الطريق. .×0.7
ال أن تكون البطاقة المسحوبة عائدة لتلميذة يساوي احتم إنّ العدد المكتوب على الفرع 

( )GP فيمثل احتمال أن تكون البطاقة عائدة لغير مقيم   ، أمّا العدد المكتوب على الفرع
قد وقع، وهو الاحتمال  Gعلماً أنّ  Eة السكنية علماً أنها تعود لتلميذة أي احتمال وقوع نفي المدي

)المشروط  | )EGP نإذ. سابقاً ، الذي درسناه ( ) ( ) ( | ) 0.45 0.7G E G EG∩ = × = ×P P P . لنتذكّر
  معاً:

G E0.45 0.7

 مثال

G

B

I

E

I

E

0.45

0.55
0.6

0.4

0.3

0.7

G0.45

G E0.7
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  1تعريف  

)حدثاً يُحقّق  Bليكن  ) 0B ≠Pف الاحتمال المشروط  فترض أننا نعلم أنّه قد وقع،، ولنعندئذٍ نُعر
  صيغة، بالB)مشروطاً بالحدث  Aأو احتمال (قد وقع،  Bعلماً أنّ  Aلوقوع حدث 

( )
( | )

( )

A B
A B

B

∩
=
P

P
P

  

)وتكتب هذه المساواة بالصيغة المفيدة أيضاً  ) ( | ) ( )A B A B B∩ = ⋅P P P.  

2.1 . . . .  	�������
��
��  ����        

 
  2تعريف  

إذا وفقط  احتمالياً ن مستقلاّ  Bو Aتجربة احتمالية، عندئذ نقول إن  فيحدثين  Bو Aإذا كان 
)إذا كان  ) ( ) ( )A B A B∩ = ×P P P.   

3.1 . . . . ��ّ���� ���
��
�� ��
�� � !����� "�#����  
1أي (أو متنافيين حدثين منفصلين  2Aو 1Aأنّه إذا كان  نعلم 2(A A∩ =   كان ∅

1 2 1 2) ( ) ( )( A AA A∪ = +P P P  
  من الأحداث المتنافية مثنى مثنى كما يأتي: nيمكن تعميم هذه الخاصة بسهولة إلى اجتماع 

 
  1    مبرهنة

، nAو …و 2Aو 1A منفصلة مثنى مثنىدثاً ولنفترض أنّه يساوي اجتماع أحداث ح Aليكن 
  عندئذ

1 2) (( ) ( )) ( nA A A A= + + +P P P P⋯  

  

)لى عشر كرات : كرتان زرقاوان نتأمّل صندوقاً يحتوي ع  )B  خضراءوخمس كرات ( )G 
)وثلاث كرات حمراء  )Rونسجّل النتيجة التي نحصل ، . نسحب عشوائياً وعلى التتالي كرتين دون إعادة

   .سحب كرة زرقاء في المرة الثانيةالموافق ل 2Bعليها. نهدف إلى حساب  احتمال الحدث 

  :أنّ التجربة تجري على مرحلتين نلاحظ

 مثال
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سحب كرة  « 1Bالثلاثة في الشجرة، وهي توافق الأحداث  البنيّةممثلة بالفروع  ة الأولىلالمرح
سحب كرة حمراء في  « 1Rو » في المرة الأولى خضراءسحب كرة  « 1Gو  » زرقاء في المرة الأولى

  . ولدينا» المرة الأولى

1) 0( .2B =P   1و) 0( .5G =P   1و) 0( .3R =P  
جرة وهي ممثلة بالفروع الزرقاء اللون في الش ة الثانيةلالمرح

. إنّ الاحتمال 1Bتبيّن جميع الإمكانات. لنضع أنفسنا عند العقدة 
هو احتمال أن نسحب كرة  الواجب كتابته على الفرع 

زرقاء في المرة الثانية علماً أننا سحبنا كرة زرقاء في المرة الأولى، 

2أي  1( | )B BP 2. نجد 1

1
( | )

9
B B =P.  ويجرى حساب الاحتمالات

  على بقية الفروع بالمثل.

إنّه يقود إلى الحدث   لنتأمّل المسار
1 2B B∩إذن .  

2 11 1 2( (
1 1

) ) ) 0.2
4

(
9 5

|B B BB B∩ = × = × =P P P  

  ونجد بالمماثلة أنّ 

2 1

2

1 1 2

1 1 2 1

2 1
) ) ) 0.5

9 9
2 1

) ) ) 0.3
9 15

( ( ( |

( ( ( |

G G B

R R B

B G

B R

∩ = × = × =

∩ = × = × =

P P P

P P P

  

 و عن طريق اتباع المسارات  2Bولكننا نحصل على الحدث 
  ، وهي توافق أحداثاً متنافية، إذنو

2 1 1 2 212

1 1 1 1
) ) )( ) (

45 5
( (

9 15
B B G RB B B∩ + ∩ + ∩ = + == +P P P P  

4.1 . . . . 

 $ �%
&�� �'�(����)���� !����� "�#���� ��  
 وافق كل عقدة حالة من حالات التجربة. تُ   ����
 .1قانون العقد: مجموع جميع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة يساوي   ����
جميع الحدث الموافق لتقاطع  ،من جذر الشجرة إلى نهاية طرف نهائي فيهابدءاً يمثل مسار تام   ����

 وعادة نُطابق بين المسار والحدث الذي يمثله. ،الأحداث التي يمر بها المسار

1R 2B

1G 2B 1B 2B

1B 2B

1B 2B2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

1 2

G

G G

B

B

B

R

R G

R

R

B

0.2

0.5

0.3

1/9

2/9

2/9
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 إنّ احتمال مسار يساوي جداء ضرب الاحتمالات المسجّلة على الفروع التي تكوّن هذا المسار.  ����

  .Bيساوي مجموع احتمالات المسارات التي تقود إلى  Bاحتمال حدث  ����

  الصياغة الرياضياتية لهذه الخاصة الأخيرة هي كما يأتي:

 
  2    مبرهنة

متنافية مثنى مثنى. عندئذ  nAو …و 2Aو 1Aهو اجتماع أحداث  Ωلنفترض أنّ فضاء العينة 
  بالصيغة Bيمكن حساب احتمال أي حدث 

1 1 2 2) ( | ) ) ( | ) ) (( |) )( ( ( n nBA BAB A A BAA+ + +=P P P P PPP ⋯  

  الإثبات

1هذا ناتج من كون الأحداث  ،في الحقيقة 2, , , nB BA A BA∩ ∩ ساوي يمتنافية واجتماعها  …∩
Bإذن ،  

1 2( ) ( ) ( ) ( )nB A AB B A B∩ + ∩ + += ∩P P P P⋯  

)ولكن  ) ( ) ( | )k k kA AB BA∩ =P P P  وذلك مهما كان العددk  1,2}من المجموعة, , }n….  إذن
وهو  .Bؤدي إلى ت التي  يساوي مجموع احتمالات المسارات  Bاحتمال الحدث 
  المطلوب إثباته.

  تكريساً للفهم 

 ؟ نشئ مخططاً شجرياً لتجربة عشوائيةكيف ن  
الذي درسناه سابقاً. تُمثّل كل عقدة حالة من حالات التجربة، وعند كل فعلنا في حالة المثال  كما ����

 منطلق من الجذر لى فرع منها نعرف احتمالات الانتقال إلى الحالات اللاحقة. ع
)نسجّل  )AP  احتمال وقوعA وعلى فرع ،AB  صادر منA،  نسجّل ،
( | )BAP  وعلى فرعBC  صادر منB،  نسجّل ،( | )C A B∩P ،
 وهكذا.

ليس من الضروري دوماً إنشاء الشجرة كاملة، ففي الكثير من الحالات تكون لدينا معرفة سابقة  ����
ففي المثال السابق كنا  قود إلى الحدث الذي نرغب بحساب احتمال وقوعه.بالمسارات التي ت

 نعرف أننا نحصل على كرة زرقاء في السحب الثاني بعد اتباع أحد المسارات الثلاثة الآتية
   أو    أو  

  
1R 2B 1G 2B 1B 2B

A B C

A B

A

kA B
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 اختيار صندوق ثمُّ كرة  

على كرتين سوداوين  2Uعلى كرة سوداء وكرتين بيضاوين، ويحتوي صندوق  1Uيحتوي صندوق 
ة. وكرتين بيضاوين وكرة حمراء واحدة. نختار عشوائياً أحد الصندوقين، ونسحب منه عشوائياً كر 

  الحدث الموافق لسحب كرة سوداء. Bنسمّي 
)احسب  � )BP.  
  ؟ 1Uلقد سحبنا كرة سوداء اللون. ما احتمال أن نكون قد سحبناها من الصندوق  �

  
هذه تجربة مركّبة، نختار أولاً صندوقاً، ثمُ نختار منه كرة. يمكننا إنشاء تمثيل شجري لهذه التجربة،  �

  من المسارين Bولكن من غير الضروري إنشاء هذا التمثيل بالكامل، إذ ينتج الحدث 
  و    

1ولكن  2

1
( ) ( )

2
U U= =P P 1و

1
( | )

3
BU =P  لأنّ الصندوق الأوّل يحوي ثلاث كرات واحدة منها فقط

2سوداء، و

2
( | )

5
BU =Pإذن .  

1 1 1 2 11
( )

2 3 2 5 30
B = × + × =P  

، ويمكننا صياغة السؤال المطروح كما يأتي: ما Bلقد جرى فعلاً سحب كرة سوداء، إذن وقع الحدث  �
)1قد وقع؟ فالاحتمال المطلوب هو إذن  Bقد اختير علماً أنّ  1Uاحتمال أن يكون  | )U BPتعريفاً لدينا .  

1 1
1 1 1 2 3

1 11
30

( ( ) ( | ) 5
( | )

( ) ( ) 1

)

1

U U BU
U B

B B

B ×
= = =

∩
=

P P P
P

P P
  

5.1 . . . .  � ��*�� ��
����� !����� "�#����ً
��
��
�  

  

ويحتوي الصندوق  SAVEعلى حروف كلمة  1Uلنتأمّل التجربة المركبة الآتية: يحتوي الصندوق   
2U  على حروف كلمةOUR  3وأخيراً يحتوي الصندوقU  على حروف كلمةSOULS ًنسحب عشوائيا .

. 3Uثمُّ حرفاً من الصندوق  2Uشوائياً حرفاً من الصندوق ، ثمُّ نسحب كذلك ع1Uحرفاً من الصندوق 
(هذا إذن افتراض) أنّ سحب حرف من صندوق  نقبلنُسجّل الحروف التي نحصل عليها بالترتيب، و 

  مستقل عن كل نتائج السحب السابقة.
  ؟ »SOSكلمة  الحصول على«ما احتمال وقوع الحدث :   

 مثال

B2U

    الحل

 مثال

B1U
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يمثل الحدث  يمكن البدء بإنشاء المخطط الشجري. الفرع  ����
S  الموافق لسحب الحرفS  1من الصندوقU وانطلاقاً من .

هناك ثلاث فروع لاحقة ممكنة وكذلك الأمر بالنسبة إلى  Sالعقدة 
 .Eو Vو Aبقية العقد 

سحب فروع ممكنة توافق  أربعة، هناك 2Uمن  Oالموافقة لسحب الحرف  Oوانطلاقاً من العقدة  ����
 .Rو Uن يْ ، وكذلك الأمر بالنسبة إلى العقدتين الأخريَ 3Uمن  Lو Oو S أحد الحروف

 Sعلماً أنّ  2Uمن  Oسحب الحرف «احتمال الحدث  يجب أن نسجّل على الفرع  ����
، فاحتمال وقوعه هو نفسه S يتعلّق هذا الاحتمال بالحدث . واستناداً إلى الفرضْ لا»قد وقع

، فهذا الاحتمال Sوذلك بقطع النظر عن وقوع الحدث  »2Uمن  Oسحب الحرف «احتمال 

1يساوي 

3
. 

تنطبق هذه المناقشة على جميع فروع الشجرة، ولكن من غير الضروري إنشاءها، فالحدث  ����

ومن ثَمّ احتمال   الوحيد المساريوافق  »SOSالحصول على كلمة «

1هذا الحدث يساوي  1 2 1
( )

4 3 5 30
SOS = × × =P. 

إلى نتيجة هذه التجربة المركبة بصفتها ناجمة عن توالي ثلاث تجارب بسيطة: الأولى هي يمكننا النظر 
. ولقد افترضنا 3Uوالثالثة هي سحب حرف من  2Uوالثانية هي سحب حرف من  1Uسحب حرف من 

، أي إنّ نتيجة السحب في أحدها لا تتأثر ولا تؤثر في نتائج احتمالياً ث مستقلة أنّ هذه التجارب الثلا
1المركّبة الشكل  التجارب الأخرى. في مثل هذه الحالة تأخذ نتيجة التجربة 2 3( , , )A A A  1حيثA  هي

  هي نتيجة التجربة الثالثة ويكون 3Aهي نتيجة التجربة الثانية و 2Aنتيجة التجربة الأولى و

1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )A A A A A A= × ×P P P P  
) وقد رمزنا )kAP ى احتمال الحصول على النتيجة إلkA  في التجربة رقمkلطبع يمكن تعميم هذه . وبا

  .احتمالياً المناقشة على أي عدد منه من التجارب المستقلة 
  

هي  احتمالياً مركّبة مكونة من عدد من التجارب البسيطة المستقلة  لعلّ أبسط مثال على تجارب 
لقاء إ تكرارعدداً من المرات، مثل تجربة  متماثلةبسيطة تكرار تجارب القائمة على  المركبة تلك التجارب

  إلقاء حجر نرد عدداً من المرات، وهكذا. تكرارمن المرات، أو تجربة  pنقود عدداً قطعة 
  

S O S
1
4

1
3

2
5

S O

S
1 2U U

O

S U

A R

V

E
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  للفهم  تكريساً  

 ؟ احتمالينعرف بوجود استقلال كيف   
ذ يكون وعندئ .الحقيقية تجري انطلاقاً من نماذج نظرية مُعدّة سابقاً التجارب العشوائية دراسة تعلم أنّ 

، ويجب أن يُنصّ عليه صراحة افتراضات هذا النموذجلبعض الأحداث من ضمن  الاحتماليالاستقلال 
طرح السؤال. ولكن هناك بعض الحالات المرجعية التي جرت العادة أن يكون فيها هذا الافتراض  عند

  ضمنياً. مثلاً 
ل مرّة لا تتأثّر بنتائج المرّات تكرار إلقاء حجر نرد أو قطعة نقود عدداً من المرات. نتيجة ك    ����

 الأخرى.
 إلقاء عدد من قطع النقود أو أحجار النرد.  ����
 من صناديق مختلفة. السحب  ����
 الصندوق نفسه مع الإعادة. منتكرار السحب   ����

 إلقاء ثلاث قطع من النقود  

فهما  3cو 2cمتوازنة أمّا  1c. القطعة 3cو 2cو 1cنتأمّل ثلاث قطع من النقود نرمز إليها 
في حالة القطعة  Tأو احتمال ظهور Hاحتمال ظهور كل من متماثلتان ولكنهما غير متوازنتين. 

1c  1يساوي

2
3يساوي  Hفإنّ احتمال ظهور  3cو 2c. أمّا في حالة القطعتين 

5
واحتمال ظهور  

T  2يساوي

5
. نُلقي قطع النقود الثلاث ونسجّل النتائج التي نحصل عليها بصيغة ثلاثيات 

1 2 3( , , )e e eالقطع الأخرى. ما  . نقبل أنّ النتيجة التي تظهرها إحدى القطع مستقلة عن نتائج
  .»مرة واحدة فقط Hالحصول على «: A احتمال وقوع الحدث

  
بدأنا به في الشكل  قديمكننا إنشاء التمثيل الشجري الموافق للتجربة، و 

  لاً. إنشاءه كام المجاور، ولكن من غير المفيد
  هي .Aمن الواضح أنّ هناك ثلاثة مسارات وفقط ثلاثة تحقق الحدث 

   و  و   
مستقلة    »3cعلى  Tظهور «و  »2cعلى  Tظهور «و  »1cعلى  Hظهور «ولمّا كانت الأحداث : 

1، استنتجنا أنّ احتمالياً  2 2 2
2 5 5 25

( )HTT = × × =P ّ1، ونجد بالمثل أن 3 2 3
2 5 5 25

( )THT = × × =P 
1و 2 3 3

2 5 5 25
( )TTH = × × =P 8، إذن

25
( )A =P.  

T H TT T H H T T

    الحل

 مثال

H

T

H

T

H

T

1c 2c 3c
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   تَدربْ  

نسحب منه ثلاث كرات دفعة واحدة. . يحتوي صندوق على عشرين كرة سبع منها بيضاوات اللون   �
  ون الكرات الثلاث بيضاوات ؟كما احتمال أن ت

. −1أو +1بأحد العددين   الخانات الأربع الآتية كل خانة من نملأ عشوائياً    �
احسب احتمال أن يكون المجموع  مساوياً الصفر. وكذلك احتمال ألاّ يظهر العدد ذاته في خانتين 

  متجاورتين.
عيّن  استناداً إلى التمثيل الشجري المبين في الشكل المجاور.   �

)الاحتمالات  )A′P و( | )B A′P و( | )B A′ ′Pواستنتج قيمة كل من .  
)(A B∩P و)(A B ′∩P و)( BA′ ∩P و)( BA′ ′∩P  

  أجب عن الأسئلة الآتية:   �
1إذا كان ����

2
( )A =P 1و

4
( )B =P 1و

10
( )A B∩ =P  فاحسب( | )BAP و( | )ABP. 

1إذا كان ����
2

( )A =P 1و
3

( )B =P 2و
3

( )A B∪ =P فاحسب ( | )BAP و( | )ABP. 
1إذا كان ����

3
( )A =P 1و

4
( | )BA =P 4و

5
( | )BA′ =P فاحسب ( )BP. 

1إذا كان ����
2

( )A =P 3و
4

( )B =P 2و
5

( )A B∩ =P  فاحسب( | )BAP و( | )ABP.  واحسب
)أيضاً  )A B′ ′∩P  واستنتج( | )B A′ ′P. 

لتصنيع المصابيح الكهربائية. عندما ورد طلب لعدد من المصابيح  Bو Aيضمّ مصنع ورشتين    �
. هناك  Bمصباحاً وصنّعت البقية الورشة  1200منها  Aمصباح، صنّعت الورشة  2000قدره 
 Bمن مصابيح الورشة  %3معطوبة، في حين تكون نسبة  Aمن مصابيح الورشة  %4نسبة 

المصباح مصنوع في «إلى الحدث  Aمعطوبة. نسحب عشوائياً مصباحاً من الطلب. نرمز بالرمز 
إلى الحدث  Dوبالرمز  »Bالمصباح مصنوع في الورشة «إلى الحدث  Bوبالرمز  »Aالورشة 

  .»المصباح معطوب«
  أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة. �
  احسب احتمال أن يكون المصباح معطوباً. �
  .Aمال أن يكون مصنوعاً في الورشة إذا كان المصباح معطوباً فما احت 	


من  %60من الطلاب لعبة كرة المضرب. ونعلم أنّ مدرستنا تضم نسبة  %30رستنا يمارس في مد  
من هؤلاء لا يلعبون لعبة كرة المضرب. ما احتمال أن تكون طالبة مُختارة  %55الذكور، وأنّ 

  عشوائياً من بين طالبات المدرسة من بين اللاتي لا يمارسن لعبة كرة المضرب؟

A

A′

B

B

B

B

′

′

1/3

1/4

2/5
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  المتحولات العشوائية  
1....2 . . . .  ,-�&.        

يّ هو الصياغة . ومفهوم المتحوّل العشوائحقيقي من الشائع ربط كلّ نتيجة في تجربة عشوائيّة بعدد
        الاحتماليّة لهذه الحالة.

    
ونسجّل الوجه الظاهر . 3و 2و 1مرقّمة  نلقي ثلاث قطع نقود متوازنة

لهذه  العيّنة فضاء Ω تائج الممكنةلكلّ قطعة. نختار مجموعة الن
 T كلّما ظهر الوجهواحدة . لنتخيّل لعبة تقضي بربح ليرة التجربة

الذي يقرن بكلّ  Xالتابع  يُسمّى .H وبخسارة ليرة كلّما ظهر الوجه
  .Ω (موجباً كان أو سالباً)، متحوّلاً عشوائيّاً على الربح نتيجةٍ 

 
  3تعريف  

ويأخذ  Ωكل تابع معرّف على  متحوّلاً عشوائيّاً تجربة عشوائيّة. نُسمّي العينة لفضاء  Ω ليكن
  .ℝقيمه في 

2....2 . . . .  /-
���� ،1ّ2(��� ،	
��
�� 3(4
2  

     
 الذي نرمز إليه بالرمز »ربح ليرة واحدة«لنرجع إلى المثال السابق، ولنبحث عن احتمال الحدث 

( 1)X  HTTأو  THTأو TTHعندما تكون نتيجة التجربة واحدة من النتائج . يقع هذا الحدث =

)إذن  1)X } هو الحدث = }, ,A HTT THT TTH= من Ω . 3ومنه
( )

8
A =P إذن احتمال .

( 1)X )، الذي نرمز إليه بالرمز = 1)X =P ،3 يساوي

8
  .X قانون احتمال الآتي. يمثّل الجدول 

3 1 1 3

1 3 3 1
( )

8 8 8 8

x

X x

−

=

− −−

P
  

م هذا التابع أعداداً. المتحوّل العشوائيّ ليس متحوّلاً بل هو تابع! وفي نظريّة الاحتمالات تكون قي 
,نستخدم عادةً الرموز  , ,X Y Z   للدلالة على المتحوّلات العشوائيّة. …

 مثال

 مثال

T

T

T

T

HHH

HH

H H

HH

HT

T T

T

H

H T

TTT

3
1
1
3

−
−
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وإذا رمزنا تجربة عشوائيّة. ل Ωالعينة  متحوّلاً عشوائيّاً معرّفاً على فضاء Xبوجه عام، إذا كان   
} :Xإلى مجموعة قيم  Iز بالرم }1 2, , , mI x x x= ipوبالرمز  …  X يأخذ«إلى احتمال الحدث  ′

)الذي نعبّر عنه بالصيغة  »ixالقيمةَ  )iX x= ّ1. ويُبرهن أن 2 1mp p p′ ′ ′+ + + =⋯.  

 
  4444تعريف  تعريف  تعريف  تعريف  

1 متحولاً عشوائياً مجموعة قيمه Xليكن  2{ , , , }mI x x x=  قانون احتمال المتحوّل العشوائي، …
X هو التابع المعرّف على I  ّويقرن بكلix  منI  العدد( )i iX x p′= =P.   

  : من الشكل الآتيجدول نمثّل هذا القانون ب  

1 2

1 2( )
m

m

x x x x

X x p p p′ ′ ′=P

⋯

⋯
  

 
  5تعريف  

1 وعة قيمهمتحولاً عشوائياً مجم Xليكن  2{ , , , }mI x x x= ) وليكن، … )i iX x p′= =P.   
 هو Xللمتحوّل العشوائي  الرياضي التوقّع ����

1 1
1

( )
m

m m i i
i

X x p x p x p
=

′ ′ ′= + + =∑E ⋯ 

 هو X المتحوّل العشوائي تباين ����

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

m m i i
i

X x X p x X p x X p
=

′ ′ ′= − + + − = −∑V E E E⋯ 

) هو Xللمتحوّل العشوائي  اف المعياريالانحر  ���� ) ( )X Xσ = V.  

  
      خاصّة

  أيضاً بالصيغة المُكافئة Xيُحسب تباين المتحوّل العشوائي 

( ) ( )
2 22 2 2

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

m m i i
i

X x p x p X x p X
=

′ ′ ′= + + − = −∑V E E⋯  

  في الحقيقة، يكفي أن ننشر التربيع :  
( )

2 2 2( ) 2 ( ) ( ( ))i i ix X x x X X− = − +E E E  
  ونجمع جميع المساويات الناتجة. ′ipثمُ نضرب الطرفين بالاحتمال 
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  تكريساً للفهم 
  متحوّلاً عشوائيّاً. Xليكن 

)كيف نحسب    )P iX x= ؟ 
) الصيغة ���� )iX x= في الاحتمالات للدلالة على  يستعملعن مساواة، ولكنّها رمز  لا تعبّر

 .»ixتساوي  Xقيمة  «الحدث: 

)لحساب  ���� )iX x=P  نبحث عن المجموعة الجزئيّةA  منΩ ،)لتجربة ل العينة فضاء
هو  A. فالحدث ixهي  Xالتي صورتها وِفق  النتائجالتي تحتوي على  ،)العشوائيّة

( )iX x= ،وعندها نفسه ( ) ( )iA X x= =P P. 

 

} لتكن    }1 2 3 4 5, , , ,a a a a aΩ   كما يأتي :  Ωى المتحوّل العشوائي المعرّف عل Xوليكن  =

1( ) 3X a = )2و − ) 0X a )3و = ) 3X a = )4و − ) 0X a )5و = ) 1X a =  
} هي X إذن مجموعة قيم 3,0,1}I = )ب احس. ل− 0)X =P . ّالنتائج التي صورة كلّ نلاحظ أن

}. إذن 4aو 2aهي  0تساوي  Xمنها وِفق  }2 4( 0) ,X a a= متساوية  Ω. فإذا كانت نتائج =

2الاحتمال كان 
( 0)

5
X = =P.  

 ين التوقّع الرياضي وأمل الربح في لعبة ما ؟أَتوجد علاقة ب 

إنّ التوقّع الرياضي كائنٌ رياضيّ وليس مقدار الربح المتوقّع في لعبة ما. يمكننا تخيّل لاعبين  ����
يلعبان بحظوظ متساوية ولكن الأوّل يربح والثاني يخسر إذا لعبا مرّة واحدة. ما يمكن قوله هو أنّه 

 .من المرّات، فإنّ أمل الربح يصبح قريباً من التوقّع الرياضي إذا تكرّرت اللعبة عدداً كبيراً 
 

 حساب توقّع متحوّل عشوائي  

، وبربح ليرة واحدة إذا أظهر 1تقضي لعبة إلقاء حجر نرد مثاليّ بربح ليرتين إذا أظهر النردُ الرقمَ 
، وبخسارة ليرة واحدة في الحالات الأخرى. ما هو التوقّع الرياضي للمتحوّل العشوائي 2الرقم 

  ؟ الموافق لهذه اللعبة

  
} مجموعة النتائج الممكنة في اللعبة هي }1,2,3,4,5,6Ω ، وهذه النتائج متساوية الاحتمال لأن النرد =

  وفق: Ωمعرّف على  X . المتحوّل العشوائيمثالي

( )1 2X ) و = )2 1X ) و = ) ( ) ( ) ( )3 4 5 6 1X X X X= = = = −.  

    الحل

 مثال

 مثال
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) قانونه الاحتماليّ. الحدث تعيينعلينا  Xلحساب توقّع  1)X من  {2}ليس إلاّ المجموعة الجزئيّة  =

Ω  1، وعليه »2ظهور« بسيطوهي حدث
( 1)

6
X = =P 1. كذلك

( 2)
6

X = =P الحدث .

( 1)X = B{3,4,5,6}يمثّل المجموعة الجزئيّة  − 4 ، إذنΩمن  =
( 1)

6
X = − =P. ومنه  

1 2 1

1 1 4
( )

6 6 6

x

X x

−

=P
  

  ومنه
1 1 4 1

( ) 2 1 ( 1)
6 6 6 6

X = × + × + − × = −E.  

  .سيخسراً من المرّات فهو . نخمّن أنّه إذا لعب اللاعب عدداً كبير اً التوقّع سالب ولمّا كان

 
   تَدربْ  

، 1نحصل على درجة واحدة إذا ظهر الوجه .  6إلى  1نلقي حجر نرد متوازن وجوهه مرقّمة من    �
 X، ونخسر درجتين في بقية الحالات. ليكن 6لوجه ونحصل على ست درجات إذا ظهر ا

. اكتب القانون الاحتمالي للمتحول المتحوّل العشوائي الذي يمثل الدرجة التي نحصل عليها
)، واحسب كلاً من Xالعشوائي  )XE و( )XV.  

نسحب عشوائياً  .يحتوي صندوق على خمس كرات: ثلاث كرات سوداء اللون، وكرتان بيضاوان  �
المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة سحب  Xوفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي 

، واكتب قانونه الاحتمالي، واحسب توقعه Xات البيضاء المسحوبة. عيّن مجموعة قيم عدد الكر 
  وتباينه.

  بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. السابقأعد السؤال   �
وواحدة تحمل  2واثنتان تحملان الرقم  1اثنتان تحملان الرقم  يحتوي صندوق على خمس كرات:  �

المتحوّل العشوائي الذي  X. نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي 3الرقم 
، واكتب قانونه Xنتيجة سحب مجموع أرقام الكرتين المسحوبتين. عيّن مجموعة قيم يقرن بكل 

  الاحتمالي، واحسب توقعه وتباينه. 
  بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. السابقأعد السؤال   �

المتحوّل  Xقي حجر نرد متوازن مرتين متتاليتين ونسجل رقمي الوجهين الظاهرين. ليكن نُل  

العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الوجهين الظاهرين. اكتب القانون الاحتمالي 
  نه وانحرافه المعياري.واحسب توقعه وتباي Xللمتحول العشوائي 
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        الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين  

1....3 . . . . ��5�(�&�� 6�(7��� /% 8�9� �
��
�� 3(4
��� ,-�&.  

    
 واثنتان زرقاوان 1واحدة حمراء تحمل الرقم  لنتأمّل التجربة الآتية: لدينا صندوق يحتوي على ثلاث كرات

 Ωنسحب من الصندوق عشوائياً كرتين على التتالي مع الإعادة. ولتكن  .3و 2تحملان الرقمين 
  مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة.

عدد الكرات الزرقاء الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة  X المتحوّل العشوائي Ωنعرّف على  ����
I{0,1,2}قيمه في المجموعة  Xإذن يأخذ  المسحوبة. = . 

رقمي الكرتين  مجموعالذي يقرن بكل نتيجة للتجربة  Y المتحوّل العشوائيأيضاً  Ωونعرّف على  ����
,2,3}قيمه في المجموعة  Yالمسحوبتين. يأخذ  4,5,6}J كانت نتيجة السحب إذا  ،فمثلاً  .=

وفي المرة الثانية الكرة التي تحمل الرقم  2مل الرقم سحبنا في المرة الأولى الكرة التي تحأي  (2,1)
1القيمة  Xأخذ  1 1x 3القيمة  Yوأخذ  = 321y = + =. 
)ن الزوج إنّ تعريف قانو    , )X Y جميع الأحداث  تيعني إعطاء احتمالا( ) ( )i jX x Y y= ∩ = ،
,،  أي Jمن  jyو Iمن  ixحيث  (( ) ( ))i j i jp X x Y y= = ∩ =Pادة نعرض هذه الاحتمالات . ع

التي يأخذها  jy، وفي السطر القيم Xالتي يأخذها  ixفي جدول ذي مدخلين: فنكتب في العمود القيم 
Yر ، ونضع في الخانة الواقعة عند تقاطع السطix  والعمودjy  العدد,i jp  الذي يمثل احتمال وقوع

)الحدث  ) ( )i jX x Y y= ∩ = .  
)فمثلاً الحدث    2)Y في المرة الأولى  1جرى سحب الكرة التي تحمل الرقم  ،وفقط إذا ،يقع فقط =
  إذن ،في المرة الثانية ذاتهاوالكرة 

( 0) ( 2) {( , )}, ( 1) ( 2) , ( 2) ( )1 21X Y X Y X Y= ∩ = = = ∩ = = ∅ = ∩ = = ∅  
1 وعليه

0,2 9
p 1,2و = 0p 2,2و = 0p =.  

)أمّا الحدث  2) ( 4)X Y= ∩ اوين فهو يوافق سحب كرتين زرق =
واحتمال وقوعه  {(2,2)}فهو إذن الحدث  4مجموع رقميهما يساوي 

1يساوي 
2,4 9

p ). وإذا تأمّلنا الحدث = 1) ( 4)X Y= ∩ فهو  =
وع يوافق سحب كرتين إحداهما زرقاء اللون والثانية حمراء اللون ومجم

)إذن  4رقميهما يساوي  1) ( 4) { 31 3( , ( 1), , )}X Y= ∩ = = ،
2وعليه 

1,4 9
p ). وهكذا نحصل على قانون الزوج = , )X Y  المجاور.ممثلاً في الجدول  

 مثال

1
9

2 2
9 9

1 2 1
9 9 9

2 3 4 5 6

0 0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0

Y

X
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  6تعريف  

 2xو 1xالقيم  X. يأخذ Ωمتحولين عشوائيين معرّفين على فضاء العينة ذاته  Yو Xليكن 
)إنّ تعريف قانون الزوج  .myو …و 2yو 1yالقيم  Y، ويأخذ nxو …و , )X Y  هو إعطاء

i,الاحتمال  jp ، حدثلكل ( )( ) ( )i jX x Y y= ∩ =P.   

3....2 . . . .  	�������
��
��  ��(7��X  �Y   

 
  7تعريف  

)إذا كان الحدثان  احتمالياً مستقلان  Yو Xنقول إنّ المتحولين العشوائيين  )iX x= 
)و )jY y=  أياً كان  احتمالياً مستقلينi وj.  هذا يعني أنّه مهما كانi وj كان  

( )( ) ( ) ( ) ( )i j i jX x Y y X x Y y= ∩ = = = × =P P P  
i,أي  j i jp p p′= )حيث  × )i ip X x= =P و( )jjp Y y′ = =P.  

  تكريساً للفهم 

),اً من قانون الزوج قانطلا Yو Xيمكننا الحصول على قانون كل من كيف    )XY ؟ 
4السابق، عند جمع عناصر السطر الثاني مثلاً نحصل على  لنتأمّل المثال ����

9
)وهو احتمال   1)X = 

  مجموع احتمالات الأحداث ،في الحقيقة ،لأنّ هذا المجموع يساوي
( )2 3 6( 1) ,( 1) , ,( 1) )X B X B X B= ∩ = ∩ = ∩…  

)حيث  )kB Y k= 2ولكنّ الأحداث  = 3 6, , ,B B B…  تؤلّف تجزئة للفضاءΩ  بأحداث منفصلة
) استنتجنا أنّ  1ومن ثَمّ إذا استفدنا من المبرهنة مثنى مثنى،  1)X =P  يساوي مجموع احتمالات

))الأحداث  1) )kX B= ∩P . هكذا نحصل على قيم و( )i ip X x= =P  عن طريق جمع عناصر
)الأسطر. ونحصل على قيم  )j jp Y y′ = =P الأعمدة. ويمكننا أن نكتب هذين  عناصر بجمع

  القانونين على هامش الجدول السابق. لذلك نسميهما القانونين الهامشيين.

  

2 3 4 5 6

1 1
0 09 9

2 2 4
1 19 9 9

1 2 1 4
2 29 9 9 9

1 2 3 2 1
9 9 9 9 9

2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 ( )

0 0 0 0 0

1 0 0 0

1

2 0 0

( )

i

j

Y
y y y y y X x

X

x p

x p

x p

Y y

p p p p p

= = = = = =

=

=

=

=

′ ′ ′ ′ ′

P

P
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)عموماً، لا يمكننا استنتاج قانون الزوج  ولكن ���� , )X Y  انطلاقاً من قانونَيX وY هذا ممكنٌ فقط .
  مستقلين.  Yو Xفي حالة كون 

 ؟ احتمالياً إذا كان متحولان عشوائيان مستقلين  يمكننا معرفةكيف   
iبمقارنة الجداء  jp p′× ر ابالمقد,i jp جدول الذي يعطي قانون الاحتمال للزوج ال. فبعد إنشاء( , )X Y ،

العدد بيّن أيساوي ، ثمُّ نتYوالسطر الذي يعطي قانون  Xنتمّمه بإضافة العمود الذي يعطي قانون 
)خانة المسجّل في  , )i jx y  جداء الضربi jp p′× .أو لا يساويه  

 .احتمالياً مستقلين  Yو X، كان المتحولان jو iفإذا تحققت المساواة عند كل  �
)وإذا لم تتحق المساواة عند واحد على الأقل من الأزواج  � , )i j  كان المتحولانX وY  غير

  .احتمالياً مستقلين 

0فمثلاً في حالة المثال السابق  2 0,2

1 1

81 9
p p p× = ≠   .احتمالياً ليسا مستقلين  Yو Xفالمتحولان  =

 
   تَدربْ  

لي القانون الاحتما المجاورنجد في الجدول    �
)لزوج  , )X Y أكمله من المتحولات العشوائية ،

 Yو X المتحولان العشوائيان وبيّن إذا كان
  . مستقلين احتمالياً 

أكمل الجدول المجاور الذي يمثل القانون    �
لزوج من المتحولات العشوائية الاحتمالي 

( , )X Y علماً أنّ المتحولين العشوائيين ،X 
ن احتمالياً.  Yو مستقلا  

متحوّل العشوائي الذي يمثل مجموع رقمي الوجهين ال Xنُلقي حجري نرد متوازنين. ليكن    �
المتحوّل العشوائي الذي يمثل أصغر هذين الرقمين. اكتب الجدول الذي  Yالظاهرين، وليكن 

)يمثل القانون الاحتمالي للزوج  , )X Y واستنتج القانون الاحتمالي لكل من ،X وY واحسب ،
  مستقلين احتمالياً؟ Yو Xيكون . أَ Yو Xتوقع وتباين كل من 

  

 Y قانون

 X قانون
1 1 1
20 8 8
17 3 1
60 8 24

0 1 2

0

1

YX

0 1 2

0 0.4

1 0.04

2 0.4

0.3

Y
X

 Y قانون

 X قانون
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  المتحولات العشوائية الحدانية

1....4 . . . . �
�����:��(4;�� �  
نطلق على هذه التجربة اسم  Sعندما نهتم في تجربة عشوائية ما فقط بوقوع حدث محدد بعينه 

Jacob)نسبة إلى يعقوب برنولي ( اختبار برنوليّ   Bernoulli.  

    
. نختار إذن المجموعة »6ظهور العدد «الآتي  Sبوقوع الحدث  فقطرد ونهتم نلقي حجر ن

{ , }S S ′Ω Sفضاءً للعينة، حيث  =   .»6عدم ظهور العدد «هو الحدث  ′
  

حد منها يجري في الشروط نفسها وبحيث لا امن الاختبارات البرنولية، كل و  nنُجري عدداً  وعندما
Sأو  Sسواء كانت تتأثر نتيجة أحدها    .تجربة برنوليّة مبنتائج الاختبارات التي سبقت، نقول إننا أما ′

    
الآتي  Sبوقوع الحدث  فقطنلقي حجر نرد متوازن ثلاث مرات على التتالي ونهتم في كل مرة  

1. إذن »6ظهور العدد «
6

( )S =P  5و
6

( )S ′ =P .1نضع ل
6

p 5و =
6

q ولنتأمّل التمثيل  .=
  الشجري الموافق لهذه التجربة.

  

}مأخوذة من المجموعة  نتائج التجربة كلمات مكوّنة من ثلاثة حروف , }S S ولقد وضعنا احتمال . ′
اتباع قواعد التمثيل الشجري. لاحظ أنّ لجميع هذه الاحتمالات صيغة من الحصول على أي منها ب

3kالشكل  kp q −  ل العدد حيث يمثk  عدد الحروفS تمثل نتيجة لتجربة في كل كلمة .  

 مثال

 مثال

p

p
p

p

p

p

pq

q

q

q

q

q

q

3

2

2

2

2

2

2

3

p

p q

p q

p

S SSS
S

S SSS

S SS S
SS

S SS S

S S SS

q

p q

pq
SS

S S SS

S S S SS

S S S S

pq

q

′ ′

′
′

′ ′ ′

′
′

′ ′ ′

′ ′′
′ ′ ′ ′

 ا�حتمال نتيجة التجربة ا�لقاء الثالث ا�لقاء الثاني ا�لقاء ا	ول
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في الكلمة  Sإلى المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة عدد الحروف  Xلنرمز بالرمز  ����
)التي تمثّل هذه النتيجة. لنحسب مثلاً  2)X =P  ّإن( 2)X }هو الحدث  = , , }SSS SS S S SS′ ′ ′ 

 ومنه

2( 2) ( ) ( ) ( ) 3X SSS SS S S qS S p′ ′ ′= = + + =P P P P  
)هو عدد النتائج التي تُحقّق  3لاحظ أنّ  2)X 3وأنّ  =

23 ( . يمكن تعليل ذلك بملاحظة أنّ =(
)تُحقّق  نتيجةً  2)X Sفي موقعين وعلى  Sهي كلمة تحتوي على الحرف  = في الموقع الثالث.  ′

فيهما  Sوللحصول على كلمة كهذه علينا ملء ثلاث خانات مرقّمة فنختار اثنتين منها لوضع الحرف 
عنصرين يمكننا أن نختار من مجموعة تحوي ثلاثة عناصر؟ لدينا  ذاتلمجموعة جزئية  فكم خياراً ممكناً 

3تحديداً 

23 ( 23إذن  خياراً ممكناً. =(

2( 2) ( () ) k n kn
q q

k
X p p −= = =P  2حيثk 3nو = =.  

2....4 . . . . <4�:��� 3(4
���  

 كلمةباختبار برنولي. يمكن تمثيل نتيجة هذه التجربة  nمن تكرار لنتأمّل تجربة برنوليّة مؤلّفة  ����
}حرفاً مأخوذ كل منها من المجموعة  nمؤلفة من  , }S S إلى احتمال وقوع الحدث  p. لنرمز ′

Sو ،q  إلى احتمال الحدث المتمّمS 1q. إذن ′ p= −.  

n، ومن ثَمّ على Sحرف  kإذا احتوت الكلمة (القائمة) على  k−  حرفS ، فإنّ احتمال ′
kالنتيجة المُمَثلة بهذه الكلمة يساوي  n kp q −.  

في الكلمة التي  Sالمتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة عدد الحروف  إلى Xلنرمز بالرمز  ����
,0,1,2}قيمه في المجموعة  X. يأخذ تمثّل هذه النتيجة , }n….  

)لنحسب احتمال الحدث  )X k= إنّ نتائج التجربة التي تُحقّق هذا الحدث هي النتائج التي يمكن .
nو Sحرف  kتمثيل كل منها بكلمة تحوي  k−  حرفS . للحصول على كلمة من هذا النوع ′

Sووضع (، فيها Sخانة لوضع الحرف  kخانة ثمُّ نختار منها  nيمكننا ترقيم  في بقية  ′
). هناك )الخانات )n

k
)كلمة ممكنة، فهناك إذن   )n

k
)نتيجة ممكنة في الحدث   )X k= .

kكل واحد من هذه الأحداث البسيطة يساوي واحتمال  n kp q   . إذن−

( ) , 0,1, ,( ) k n kn
X k p q k n

k
−= = =P …  
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  8تعريف  
يتحقّق الشرطان عندما  pو nقانوناً حدانياً بوسيطين يتبع  Xالمتحوّل العشوائي نقول إنّ 

 الآتيان:

���� X  0,1}يأخذ قيمه في المجموعة, , }n….  
0حيث  kوأيّاً كان العدد الطبيعي  ���� k n≤ )كان  ≥ ) ( ) k n kn

X k p q
k

−= =P . 
)نرمز عادة إلى هذا القانون بالرمز  , )n pB.  

  تثبت لنا المناقشة التي سبقت التعريف السابق صحة المبرهنة الآتية :

 
  3  مبرهنة

والمتماثلة،  احتمالياً من الاختبارات البرنولية المستقلة  nفي تجربة برنولية مؤلفة من تكرار عدد 
احتمال وقوعه  Sعدد المرات التي يقع فيها حدث مُستهدف  يتبع المتحوّل العشوائي، الذي يحصي

p  على مدىn ه ااختبار، قانوناً حدّانياً وسيطn وp  أي( , )n pB.  

 
  4  مبرهنة

وتباينه  Xيعطى توقع  ، عندئذpو nمتحولاً عشوائياً يتبع قانوناً حدانياً وسيطيه  Xليكن 
  بالصيغتين : 

( )X np=E    و( ) (1 )X np p= −V  


	� �����)  الإثبات��
 ���)  

1qه إذا وضعنا كالعادة لاحظ أولاً أنّ  p=   كان لدينا −

1

( ) 0 ( 0) 1 ( 1) ( ) ( )

0 1( ) ( ) ( )n k n k n

X X X k X k n X n

n n n
pq k p q n pnk

− −

= × = + × = + + × = + + × =

= + + + + +

E P P P P⋯ ⋯

⋯ ⋯
 

1ولكن في حالة  k n≤   لدينا ≥
1! ( 1)!
1!( )! ( 1)!(( 1) ( 1))!

( ) ( )n nn n
k k n n

k kk n k k n k

−−
= × = = −− − − − −

  

  إذن

( )

1

0 1 1 ( 1) ( 1) 1 0

1

1 1 1
( ) 0 11

1 1 1
0 11

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n k n k n

n k n k n

n

n n n
X n pq n p q n p

nk
n n n

np p q p q p q
nk

np p q np

− −

− − − − − −

−

− − −
= + + + + −−

− − −
= + + + + −−

= × + =

E ⋯ ⋯

⋯ ⋯  

  بالمثل إثبات الجزء المتعلّق بالتباين. ويمكن
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  تكريساً للفهم 

 ؟ أمثلة على تجارب برنوليّة 

 إلقاء حجر نرد، أو قطعة نقود عدداً من المرات. ةتجرب ����

السحب المتتالي مع الإعادة. لنتأمل مثلاً صندوقاً يحتوي على مئة كرة؛ عشر كرات بيضاوات،  ����
ثلاث عمليات سحب لكرة  ينُجر  رة حمراء، وعشرين كرة صفراء.، وأربعين كضراءوثلاثين كرة خ

 .»سحب كرة بيضاء«:  Sمن الصندوق مع الإعادة. ونهتم فقط بالحدث 

النموذج النظري لهذه التجربة هو تجربة برنولي، فهي تكرار لثلاث اختبارات برنولية مستقلة 
 . اللون وتبيان كونها بيضاء ختبار الواحد بسحب كرةٍ ومتماثلة. يتمثّل الا احتمالياً 

إلقاء عدد من قطع النقود (أو أحجار النرد) المرقّمة المتماثلة في آن معاً. النموذج النظري هنا  ����
أيضاً تجربة برنولي، إذ نقبل أنّه يمكن الحصول عند الإلقاء في آن معاً على النتيجة ذاتها التي 

ومتماثلة. الاختبار البرنولي في هذه الحالة  احتمالياً رات برنولية مستقلة نحصل عليها بتكرار اختبا
  هو إلقاء قطعة واحدة.  

 ؟متى نستعمل القانون الحدّاني  

 ار من المرات، عند تكر  kعدداً  Sتحقّق حدث  في كل مرّة نواجه فيها مسألة حساب احتمال ����
 من المرات. nعدداً  احتمالياً اختبار عشوائي على نحو مستقل 

 

 إلقاء عدد من قطع النقود في آن معاً   

  ؟فقط ثلاث مرات  Hنلقي خمس قطع نقود متوازنة في آن معاً. ما احتمال الحصول على الوجه 

  
قطع النقود  تكما ذكرنا سابقاً، تُكافئ هذه التجربة إلقاء قطعة النقود ذاتها خمس مرات متتالية، ولمّا كان

1مساوياً  Hكان احتمال الحصول على الوجه  متوازنة
2

 Hحصول على الوجه وعليه فإنّ احتمال ال 

)خمس مرات بالتحديد يساوي  ) ( )
3 25 1 1

3 2 2

5
1

16
( ) − 5n. هنا = 3kو = 1و =

2
p =.  

 المرور بالحدث المتمّم  

. »6أو 5الحصول مرتين على الأقل على «الحدث  Aنرد مثالي. وليكن نلقي ست مرات حجر 
  ؟Aفما احتمال وقوع الحدث 

 مثال

    الحل

 مثال
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عند  Sالاختبار البرنولي هو إلقاء حجر نرد، إذ يتحقق "النجاح"  هنا أيضاً لدينا نموذج تجربة برنوليّة،

2. ولأنّ حجر النرد مثالي لدينا 6أو 5ظهور 1
6 3

( )S p= = =P أمّا المتحوّل العشوائي .X  الذي
6nيعطي عدد النجاحات في هذه التجربة فهو يتبع قانوناً برنولياً وسيطاه  1و =

3
p =.  

على صيغة من النمط "على الأقل"، فغالباً ما يكون من المفضّل حساب  Aعندما يحتوي تعريف حدث 
 »6أو 5عدم الحصول على «هو اجتماع الأحداث   ′A. هنا الحدث ′Aالمتمّم  احتمال الحدث

)فهو إذن اجتماع الحدثين المنفصلين  »مرة واحدة فقط 6أو 5 الحصول على«و 0)X )و = 1)X =. 
  ولكن

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 6 66 1 2 2
0 3 3 3

1 5 5 56 1 2 1 2 2
1 3 3 3 3 3

( 0)

( 1) 6 2

( )

( )

X

X

= = =

= = = × × =

P

P

  

  إذن

( ) ( ) ( )( )
6 5 5

2 2 2 2
3 3 3 3

256
( ) 2 2

729
A′ = + = + =P  

473وعليه 
( ) 1 ( )

729
A A′= − =P P.  

    تَدربْ  

ء وكرات بيضاء. عدد الكرات الحمراء يساوي ثلاثة أضعاف عدد يحتوي صندوق على كرات حمرا   �
   .الكرات البيضاء

   نسحب عشوائياً كرة. ما احتمال أن تكون حمراء اللون ؟ �
المتحوّل العشوائي  Xنسحب من الصندوق ثلاث كرات على التتالي ومع الإعادة. ونعرّف  �

ما القانون ات الحمراء المسحوبة أثناء عمليات السحب الثلاث. الذي يدلّ على عدد الكر 
  .Xالاحتمالي للمتحول العشوائي 

ثلاث مرات وفقط  6نُلقي حجر نرد متوازن ست مرات متتالية. ما احتمال الحصول على العدد   �
  ؟مراتثلاث 

عدد زوجي ثلاث لحصول على ا« :الحدث  Aنُلقي حجر نرد متوازن ثماني مرات متتالية. ليكن   �
  ؟ Aما احتمال . »مرات على الأقل

الدور  Aفي لعبة كرة المضرب في مباراة مكونة من تسعة أدوار. يكسب  Bو Aيتواجه لاعبان   �
. يربح المباراة اللاعب الذي يكسب أكبر عدد من الأدوار. ما احتمال 0.6الواحد باحتمال يساوي 

  المباراة ؟ Bأن يربح 

    الحل
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  أفكار يجب تَمثـلُها 
)في حالة  ���� ) 0B ≠P يرتبط الاحتمال المشروط ،»A  ًعلما B« الذي نرمز إليه ،( | )A BP 

)والاحتمالين  )BP و( )A B∩P : بالعلاقة( ) ( | ) ( )A B A B B∩ = ×P P P. 
)بالعلاقة  Bو Aلحدثين  الاحتمالييُعبّر عن الاستقلال  ���� ) ( ) ( )A B A B∩ = ×P P P. 
 في حالة تمثيل شجري لتجربة عشوائية: ����

 كامل عن تقاطع جميع الأحداث التي يمر بها المسار. يُعبّر مسار �

 .يعطي جداء ضرب الاحتمالات المكتوبة على مسار احتمال الحدث الثي يمثله المسار �
 .Aكان مجموع احتمالاتها مساوياً احتمال الحدث  A الحدثَ  إذا حقّقت عدة مساراتٍ  �
 كانت التجربة مؤلفّة من تتابع تجارب بسيطة مستقلة، يكفي أن نكتب على الفرع إذا  �

)أي  Cاحتمال وقوع  )CP. 

 لأحداثلجميع ا حتماليالاإلى الاستقلال  Yو Xلمتحولين عشوائيين  الاحتمالييؤول الاستقلال  ����
( )iX x= و( )jY y=.  ولتحديد ذلك نُنشئ جدول القانون الاحتمالي للزوج( , )X Y  

  منعكسات يجب امتلاكُها 

  يمكن استعمال عدد من الصيغ: »Bو A«عند حساب احتمال حدث من النمط  ����
���� ( ) ( | ) ( )A B A B B∩ = ×P P P في حالة ( ) 0B ≠P. 
���� ( ) ( | ) ( )A B B A A∩ = ×P P P في حالة ( ) 0A ≠P. 
���� ( ) ( ) ( )A B A B∩ = ×P P P  في حالة كون الحدثينA وB  احتمالياً مستقلين. 

ا الاكتفاء بإنشاء ، يمكننليس من الضروري دوماً إنشاء كامل التمثيل الشجري لتجربة احتمالية مركبة ����
 المسارات التي تهمنا.

لفروع الصادرة من تحقّق من حساباتك، ففي حالة التمثيل الشجري، مجموع الاحتمالات على جميع ا ����
 يساوي الواحد. عقدة

  أخطاءٌ يجبُ تجنبها 

) لا تكتب ���� ) ( ) ( )A B A B∪ = +P P P قبل أن تتيقّن أنّ الحدثين ،A وB أو منفصلان  متنافيان
Aأي  B∩ = ∅  

)إنّ المساواة  ���� ) ( ) ( )A B A B∩ = ⋅P P P  صحيحة فقط إذا كان الحدثانA وB  ًمستقلين احتماليا
 مستقلين احتمالياً. Bو Aن يمن كون الحدث يقنومن ثَم لا يمكن استعمالها إلا بعد الت

B C
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�����        
  إنشاء واستعمال التمثيل الشجري 

� �%��&� '( )�*�� �+�#,�  

  . Bوحرفين اثنين  Aصندوق على ثلاثة حروف يحتوي 
=�>� �)����نُعيده إلى الصندوق ونسحب حرفاً  وق ونسجّل النتيجة ثمُّ . نسحب عشوائياً حرفاً من الصند�

  ثانياً ونسجّل النتيجة. 
 �)�������4
#�. نسحب عشوائياً وعلى التتالي حرفين من الصندوق واحداً إثر الآخر دون إعادة ونسجّل �

  النتيجة بترتيب السحب. 
  اشرح التمثيلين الشجريين الآتيين:

  
    في التجربة الأولى؟ وماذا يساوي احتمال هذا الحدث في التجربة الثانية؟ AAما احتمال الحصول على 

� -���.� ��� )�! /ُ1 2�#34      

ي الشكل، ثمُّ نختار منه تتألّف التجربة من مرحلتين، نختار عشوائياً واحداً من الصناديق الثلاثة المبينة ف
كرة. ولقد أنشأنا التمثيل الشجري الموافق لهذه التجربة. اشرح هذا الإنشاء ثمُّ أعطِ احتمال الحدث: 

. وإذا كانت نتيجة السحب كرة زرقاء فما احتمال أن تكون مسحوبة من »سحب كرة زرقاء اللون«
  ؟�الصندوق 
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  فحص الأمراض 

 ذا كان شخصٌ مصاباً بهذا المرض. من السكان. يُتيح اختبارٌ اكتشاف إ %10يُصيبُ مرضٌ نسبة 
ار إيجابية في حال كون الشخص مصاباً. ولكن احتمال أن تكون النتيجة بيجب أن تكون نتيجة الاخت

. أمّا احتمال أن تكون 0.008ابية مع كون الشخص الخاضع للاختبار غير مصاب بالمرض يساوي إيج
  .0.02نتيجة الاختبار سلبية على الرغم من كون الشخص الخاضع للاختبار مصاباً فيساوي 

نتيجة «إلى الحدث  Tبالرمز ، و »الشخص مصاب بالمرض« دثإلى الح Mلنرمز بالرمز 
  . نختار شخصاً عشوائياً.»الاختبار إيجابية

  أنشئ تمثيلاً شجرياً مُحدّداً عليه الاحتمالات المعطاة في النص. �
  الشخص غير مصاب بالمرض ومع ذلك نتيجة اختباره إيجابية. احسب احتمال أن يكون  �
  احسب احتمال أن تكون نتيجة الاختبار سلبية ومع ذلك الشخص مصاب بالمرض.  �
بية في ، أي احتمال أن يعطي الاختبار نتيجة إيجاموثوقاً استنتج احتمال أن يكون الاختبار  �

  حالة شخص غير مصاب بالمرض.  حالة شخص مصاب بالمرض ونتيجة سلبية في
  من السكان.  %30أجب عن الأسئلة السابقة ذاتها بافتراض أن المرض يصيب نسبة  �

  . pاحتمال الإصابة بالمرض يساوي عمّم النتائج السابقة بافتراض أنّ  
  

  متحولات عشوائية واحتمالات مشروطة 

المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد زبائن محطّة لتوزيع الوقود في فترة خمس دقائق.  Xليكن 
  فهو كما يأتي: X. أمّا القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي 2لا يتجاوز  نفترض أنّ عدد الزبائن هذا

0 1 2

( ) 0.1 0.5 0.4

k

X k=P
  

واحتمال أن  0.4يشتري كل زبون إما البنزين أو المازوت. احتمال أن يشتري الزبون البنزين يساوي 
  . إنّ ما يشتريه الزبون مستقل عما يشتريه الزبائن الآخرون وعن عدد الزبائن.0.6يشتري المازوت 

)إلى الحدث  kCلنرمز بالرمز  )X k=  تسهيلاً للكتابة، ولنرمز بالرمزE  في خمس «إلى الحدث
. استعن بتمثيل شجري أو بأي أسلوب آخر في الإجابة »دقائق يشتري زبونٌ، وزبون واحد فقط، البنزين

  عن الأسئلة الآتية:
.a )1احسب  � )C E∩P.  
.b )2علّل لماذا  � | ) 0.48EC =P 2، واستنتج( )C E∩P.  
.c )استنتج مما سبق قيمة  � )EP.  

 3 نشاط 

 2 نشاط 
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.a المتحوّل العشوائي الذي يعطي عدد الزبائن الذين يشترون البنزين في خمس  Yليكن  �
  ق.دقائ

.a   ؟ Yما هي القيم التي يأخذها  �
.b   .Yاكتب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي  �
.c )اكتب في جدول القانون الاحتمالي للزوج  � , )X Y.  
.d   مستقلين احتمالياً ؟ Yو Xأيكون المتحولان العشوائيان  �

  

  صبغيالتوازن ال 
  

. نقول إن نبتة متماثلة الألائل عندما تحتوي على الأليلين ذاتهما على aو Aن أليلَيْ  تحمل مورثةنتأمّل 
، ونقول إنّ النبتة متخالفة aaأو  AA عندئذ الوراثيةات المتوافقة، فتكون صيغتها يزوجين من الصبغ

. تتكاثر بعض النباتات (الترمس مثلاً) بالإلقاح الذاتي، يحدث Aa الوراثيةغتها الألائل عندما تكون صي
حيث يجري اختيار  ذاتها الوراثيةن من الصيغة الإلقاح جرى بين نبتتيْ  ف وكأنّ لَ الأمر بالنسبة إلى الخَ 

  بالإلقاح الذاتي. نهدف إلى دراسة خَلَف نبتة متخالفة الألائل. الألائل عشوائياً 

� �5�6� 7�8�  

 aaنبتةً من الصيغة ذاتها، وكذلك تعطي نبتةٌ من الصيغة  AAبالإلقاح الذاتي تُعطي نبتةٌ من الصيغة 
  نبتةً من الصيغة ذاتها.

 aaأو AA الوراثيةنبتةً صيغتها  Aaالوراثيةوّل لنبتة صيغتها اكتب احتمالات أن يكون الجيل الأ
  .Aaأو

� 	 ���( ���9:  

، ونكوّن أجيالاً لاحقة بالتكاثر الذاتي. 0)في الجيل  Aaمن النمط (نبدأ من نبتةٍ متخالفة الألائل 
  سنستعمل الرموز الآتية:

 .»AAالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(AA)الحدث  ����
  .»Aaالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(Aa)الحدث  ����
  .»aaالصيغة الجينية  nللنبتة في الجيل رقم «:  n(aa)الحدث  ����

  بالترتيب. n(aa)و n(Aa)و n(AA)إلى احتمالات الأحداث  nzو nyو nxثمُّ لنرمز 

 4 نشاط 
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  ؟ 0zو 0yو 0xما قيمة كل من  �
  .1zو 1yو 1xاحسب كلاً من  �
(AA))1 قيمة كل مناكتب  � (AA) )|n n+P 1و((AA) (Aa) )|n n+P 1و((Aa) (Aa) )|n n+P ُّثم .

  كان nاستعمل هذه النتائج لتثبت أنّه مهما كانت قيمة 

1

1

4n n nx x y+ = 1و   +

1

2n ny y+ =  

1nzعطِ عبارة وأ +.  

	  �������
� 	!�-%0( )n nx ≥ �0( )n ny ≥ �0( )n nz ≥  
0في حالة  nzو nyو nxاحسب قيم  � 10n≤ ، يمكن استعمال الآلة الحاسبة. ماذا يمكنك ≥

  القول بشأن المتتاليات الثلاث ؟
)0ما طبيعة المتتالية  � )n ny   .nبدلالة  ny؟ عبّر عن  ≤
1 نعرّف �

2n n nt x y= 1ntاحسب  ،+ )0. ما طبيعة المتتالية ntبدلالة  + )n nt ؟ عبّر عن  ≤

nt لالة بدn ثمُّ استنتج قيمة .nx  بدلالةn.  
)0احسب نهاية كل من المتتاليات  � )n nx )0و ≤ )n ny )0و ≤ )n nz ≥.  
  
  

  

UIO  
JkL  
M<>  
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   ��	
�� 
	����        

وكرتان  3و 2و 1يحتوي صندوق على خمس كرات. ثلاث كرات سوداء اللون وتحمل الأرقام  
يتكون  نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من هذا الصندوق..2و 1حمراوان تحملان الأرقام 

فضاء العينة إذن من مجموعة المجموعات الجزئية المؤلفة من عنصرين والمأخوذة من بين خمسة 
  عناصر.

  ؟ »للكرتين المسحوبتين اللون ذاته«:  Aما احتمال الحدث  �
  ؟ »3مجموع رقمي الكرتين المسحوبتين يساوي «:  Bما احتمال الحدث  �
  قد وقع ؟ Aعلماً أنّ  Bما احتمال الحدث  �

:  Bوالحدث  »العدد الظاهر زوجي«:  Aنلقي حجر نرد متوازن مرة واحدة، ونتأمّل الحدث  
  ؟ ين احتمالياً قل يكون هذان الحدثان مست. أَ »العدد الظاهر أوّلي«

نقبل أنّه عند كل ولادة احتمال ولادة طفل ذكر يساوي احتمال تتألّف عائلة من أربعة أطفال.  
 Cو Bو Aأنثى. ونفترض أن الولادات المتتالية هي أحداث مستقلة احتمالياً. نرمز ولادة طفلة 

  إلى الأحداث:
  A  :»للأطفال الأربعة الجنس نفسه«،  
  B  :»هناك طفلان ذكران وطفلتان«،  
  C  :»الطفل الثالث أنثى«،  

  .Cو Bو Aمن الأحداث حسب احتمال وقوع كل ا �
A)(احسب  � C∩P  ُّثم( | )C AP أيكون الحدثان .A وC مستقلين احتمالياً ؟  
B)(احسب  � C∩P  ُّثم( | )C BP أيكون الحدثان .B وC مستقلين احتمالياً ؟  

، وثلاث كرات خضراء وواحدة صفراء. نسحب عشوائياً يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاء 
المتحوّل العشوائي الذي يمثّل عدد الألوان  Xوفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. ليكن 

  المختلفة بين الكرات المسحوبة.
  ؟Xمجموعة القيم التي يأخذها ما هي  �
)كلاً من احسب  � 1)X =P و( 3)X =P.  
)استنتج قيمة  � 2)X =P.  
  وانحرافه المعياري. Xوقّع احسب ت �
  

4  

3  

2  

1  
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   لنتعلمّ البحث معاً 

  �	���������   

تبيّن دراسة إحصائية أجريت على جماعة من الرياضيين أنّه أثناء فترة المسابقة يكون احتمال أن 
. 0.02ع أحد الرياضيين له مساوياً يعطي اختبار تعاطي المنشطات نتيجة إيجابية عند إخضا

من الرياضيين  %25ويمكن لتناول بعض أدوية الرشح أن يؤثر في نتيجة الاختبار السابق. يتناول 
احتمال أن يعطي اختبار تعاطي  وبين هؤلاء يكونفي الجماعة أدوية الرشح في الشتاء. 

، »الرياضي يستعمل دواء الرشح«: الحدث M. ليكن 0.05يجة إيجابية مساوياً المنشطات نت
يجري اختيار أحد الرياضيين من  .»نتيجة اختبار تعاطي المنشطات إيجابية« :الحدث Dوليكن 

  كل من الحدثين:الجماعة عشوائياً احسب احتمال 
 ،»اختبار تعاطيه المنشطات إيجابية ونتيجةالرياضي يستعمل دواء الرشح «  ����
  .»علماً أنّه لا يستعمل دواء الرشح الرياضي يعطي عند اختبار تعاطيه المنشطات نتيجة إيجابية« ����
   نحو الحلّ   ��


ضاء العيّنة هو جماعة ف لنبدأ بترجمة معطيات المسألة وأسئلتها إلى لغة الأحداث والاحتمالات.   
متساوية الاحتمال. نصّ المسألة يعطي  )اختيار أحد الرياضيين(الرياضيين والأحداث البسيطة 

( )DP و( )MP تمال المشروطفما هما؟ يعطي النص أيضاً الاح ( | )D MP ؟ أمّا وفما ه
M)(الاحتمالان المطلوبان فهما  D∩P و( | )D M ′P.  

M)(نستطيع حساب    ���� D∩P  بسهولة لأننا نعرف كلاً من( | )D MP  و( )MPفعل ذلك. ، لن  
) لحساب   ���� | )D M ′P .نرجع إلى التعريف  

)(احسب   � DM ′ ∩P  انطلاقاً من)(M D∩P و( )DP.  
M)(احسب   � ′P .واستنتج المطلوب  

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

 ������ ����   

. تقفز جزيئة بأسلوب عشوائي من إحدى Oمركزه  ABCDنتأمّل مربّعاً 
  :هذه النقاط الخمس إلى نقطة أخرى وفق القواعد الآتية 

ى أحد الرأسين المجاورين أو إلى مركز كانت الجزيئة عند أحد رؤوس المربع فإنها تقفز إل إذا ����
1المربع باحتمال يساوي 

3
 .O)أو Dأو  Bيمكنها أن تنتقل إلى  Aفمثلاً من (. 

1باحتمال يساوي  A ،B ،C ،Dمن الرؤوس  فإنها تقفز إلى أيO  وإذا كانت الجزيئة في  ����
4

.  

6  

5  

A

B C

D

O
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1n. في حالة Aالجزيئة في في البدء كانت   Oالجزيئة في «إلى الحدث:  nE، نرمز بالرمز ≤
)، وليكن »nبعد القفزة رقم  )n np E= P ،) 1إذن

1 3
(p . يطلب إيجاد علاقة تفيد في حساب =

1np   .nبدلالة  np، ثمُّ حساب npانطلاقاً من  +
   نحو الحلّ   ��





1npالاحتمال     1nفي القفزة رقم  Oهو احتمال أن تقفز الجزيئة إلى  + . أَتوجد صلة بين +
1nEو nEالحدثين   Oفهل يمكنها أن تقفز إلى  nد القفزة رقم بع O؟ إذا كانت الجزيئة في  +

1nبعد القفزة رقم    ؟+
1nEإذن وقوع    ���� ي بوقوع أ(، nEوقوع الحدث بعدم مشروط  +

( nE   : المبين جانباً  ، إذن يمكننا إنشاء التمثيل الشجري′
 علّل الاحتمالات المكتوبة.  �

  ؟ لماذا لا يوجد إلا فرع واحد بعد   �
  ؟  ما الاحتمال الذي يجب كتابته على الفرع  �
1نّ أثبت أ  �

1 3
(1 )n np p+ = − .  

1حلّ المعادلة  αليكن    ����
3
(1 )x x= n، نضع − nt p α= )1. أثبت أنّ المتتالية − )n nt متتالية  ≤

limواحسب  nبدلالة  np، ثمُّ استنتج هندسية، عيّن أساسها وحدها الأوّل n
n

p
→∞

.   

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

 ������� ������ �	� �!�   

تستغرق المرحلة الأولى عدداً عشوائياً من . على التوالي Bو Aيتطلّب إنجاز مهمة مرحلتين 
  الآتي: عطى قانونه الاحتمالي بالجدوليُ  AXالأيام 

1 2 3

( ) 0.2 0.5 0.3A

x

X x=P
  

  بالجدول الآتي: عطى قانونه الاحتمالييُ  BXوتستغرق المرحلة الثانية عدداً عشوائياً من الأيام 
1 2 3 4

( ) 0.2 0.3 0.4 0.1B

x

X x=P
  

يستغرق إنجاز «إلى الحدث:  E. نرمز بالرمز احتمالياً مستقلان  BXو AXالمتحولان العشوائيان 
   .»المهمة ثلاثة أيام أو أقل

  

7  
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   نحو الحلّ   ��





Aرق إنجاز المهمة زمناً عشوائياً يساوي يستغ    BX X+ . والمطلوب هو حساب احتمال الحدث 
( 3)A BE X X= + ≤ .  

)بصيغة اجتماع احداث منفصلة من النمط  Eاكتب الحدث    � ) ( )A Bp qX X∩ ==  

  ل الاحتمالي في حساب احتمال كل من الأحداث السابقة.بيّن كيف يفيد الاستقلا  �
  .Eاستنتج احتمال الحدث   �

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

    قدُُماً إلى الأمام
لعبة  رياضيّ جمباز. يمارس كل  لاعب 125، وقوى لاعب 95، وسبّاحاً  80يضم ناد رياضي  

   واحدة فقط.

  لاعبين نختارهم عشوائياً ملء استبانة. احسب احتمال وقوع الحدثين الآتيين:  ةنطلب من ثلاث �
.a  الحدثA  :» ألعاب القوى الثلاثةاللاعبون يمارس«.  
.b  الحدثB  :» الرياضة ذاتها الثلاثةاللاعبون يمارس«.  
وبين الذين يمارسون ألعاب القوى  %45بين الذين يمارسون السباحة تساوي  الفتياتنسبة  �

  بين الذين يمارسون لعبة الجمباز. %68، وهي تساوي 20%
.a  1نختار عشوائياً أحد أعضاء النادي. احسبp: حدى ألعاب احتمال أن يكون فتاة تمارس إ

  احتمال أن يكون فتاة. :2pالقوى. احسب أيضاً 
.b  3نختار عشوائياً فتاة من أعضاء النادي. احسبp .احتمال أن تكون لاعبة جمباز  

ت حمراء وخمس كرات خضراء. نسحب عشوائياً وفي آن معاً يحتوي صندوق على خمس كرا 
إذا كانت نتيجة السحب: ثلاث  5الذي يأخذ القيمة  Xكرات. نتأمّل المتحوّل العشوائي ثلاث 

إذا كانت نتيجة السحب: كرتان حمراوان وكرة  3، ويأخذ القيمة R)3الحدث ( كرات حمراء
  .في بقية الحالات 0، وأخيراً يأخذ القيمة R)2الحدث ( خضراء

)3احسب   � )RP 2و( )RP.  
  واحسب توقعه الرياضي وتباينه. Xعيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي   �

رقاء. نكرّر عملية سحب عشوائي لكرة لدينا صندوق يحتوي على كرتين حمراوين وثلاث كرات ز  
المتحوّل  Xمن الصندوق دون إعادة حتّى لا يتبقّى في الصندوق إلاّ كرات من اللون ذاته. ليكن 

قانون  ، وعيّنXالعشوائي الذي يمثل عدد مرّات السحب اللازمة. عيّن مجموعة القيم التي يأخذها 
X،  .واحسب توقعه الرياضي  

10  

9  

8  
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 Xليكن . النقاط التي نحصل عليهاإلى مجموع  Sنُلقي حجري نرد متوازنين ونرمز بالرمز  
المتحوّل العشوائي الذي يمثل  Y، وليكن 2على  S المتحوّل العشوائي الذي يمثل باقي قسمة

  .4على  Sباقي قسمة 
  .Sعشوائي عيّن القانون الاحتمالي للمتحول ال  �
  .Yو X ينالعشوائي ينللمتحول ينالاحتمالي ينعيّن القانون  �
) للزوجالاحتمالي  ينعيّن القانون  � , )X Y.  
  ؟احتمالياً مستقلين  Yو Xأَيكون المتحولان العشوائيان   �

  
���	"�#�$ 
�%  &�'��
	#�$ � ()� 
�%  

إنّ  .ت بالنوع ذاته من المحركاتيجري تزويد طائرات ذات محركين وطائرات ذات أربعة محركا
. 1وهو عددٌ موجب وأصغر تماماً من  pاحتمال حدوث عطل في أحد هذه المحركات يساوي 

المتحوّل  Xنفترض أنّ الأعطال التي يمكن أن تصيب المحركات مستقلّة عن بعضها. ليكن 
 Yوليكن ، ذات محركينالعشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة 

المتحوّل العشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات أربعة 
  محركات.

  .، وقانونه الاحتماليXعيّن القيم التي يأخذها   �
  .، وقانونه الاحتماليYعيّن القيم التي يأخذها   �
إذا كان نصف عدد محركاتها على الأقل إلى نقطة الوصول يمكن لطائرة أن تتابع طيرانها   �

احتمال  4p، واحسب بع طائرة ثنائية المحرّك طيرانهااحتمال أن تتا 2pاحسب  .طّلغير مع
  أن تتابع طائرة رباعية المحرّك طيرانها.

2تحقّق أنّ   � 4
2(1 )(3 1)pp p pp− = − أي نوع من الطائرات يعطي  pبعاً لقيم ، وبيّن تِ −

  وثوقيّة أكبر.

 
*	����� 
	��	���  

)1عدداً حقيقياً. نتأمّل المتتالية  a ليكن  � )n nu 1uشرط البدء المعرّفة ب ≤ a=  العلاقة و

1التدريجية 

4 3

10 10n nu u+ = −.  

.a  1لتكن( )n nv 13المتتالية المعرّفة بالصيغة  ≤ 4n nv u= )1. أثبت أنّ − )n nv متتالية  ≤
  .nبدلالة  nvعبّر عن  هندسية، وعيّن أساسها، ثمُّ 

.b  استنتج صيغةnu  بدلالةn وa ثمُّ احسب .lim n
n

u
→∞

.  

13  

12  

11  
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)، nمفتاح غرفة الصف. أياً كان العدد  الباً ما ينسى مدرّس الرياضياتغ  � 1)n ، نرمز ≤
  لنضع .»nنسي المدرّس مفتاح غرفة الصف في اليوم «إلى الحدث:  nEبالرمز 

( )n np E= P    و( )n nq E ′= P  
، فإنّ احتمال أن ينساه في اليوم التالي nنسي المدرس المفتاح في اليوم  نفترض أنّه إذا  

1يساوي 
10

، فإنّ احتمال أن ينساه في اليوم التالي nلم ينس المدرّس المفتاح في اليوم ، وإذا 
4يساوي 

10
 .  

.a  1أثبت أنّه في حالةn 1لدينا  ≤

1 4

10 10n n np p q+ = +.  

.b  1استنتج صيغةnp . أتتعلّق 1pو nبدلالة  npلتحسب  �، ثمُّ استفد من npبدلالة  +
)1نهاية المتتالية  )n np   ؟1pبقيمة  ≤

  

نُكرّر عشر مرات تجربة إلقاء قطعتي نقود متوازنتين، ونسجل في كل مرة الوجهين الظاهرين.  
الحصول « : Bو »Hالحصول ثلاث مرات على وجهين «:  Aاحتمال كل من الحدثين  احسب

  .»مرّة على الأقل Hعلى وجهين 
  

نتأمّل حجر نرد متوازن فيه أربعة وجوه ملوّنة بالأسود، ووجهان ملوّنان بالأحمر. نلقي هذا الحجر  
  خمس مرات على التوالي.

  ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة عند آخر إلقاء لحجر النرد؟  �
  ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة على الأقل؟  �
  ون التي نحصل عليها.الذي يعدّ عدد الوجوه السوداء الل Xما قانون المتحوّل العشوائي   �
  

حمراء. نسحب عشوائياً كرة من ات كر  أربعسوداء و  ثلاث كراتنتأمّل صندوقاً يحتوي على  
الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثمُّ نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 

الكرة المسحوبة في المرة «إلى الحدث:  2Rلرمز وبعدئذ نسحب مجدداً كرة من الصندوق. لنرمز با
  .»حمراء اللون الأولىالكرة المسحوبة في المرة « الحدث : 1R، وليكن »الثانية حمراء اللون

  أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة.  �
  .2Rاحسب احتمال الحدث   �
إذا كانت الكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء اللون فما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة   �

  في المرة الأولى سوداء اللون؟

16  

15  

14  
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���
كرات حمراء.نسحب عشوائياً من  يحتوي على كرتين سوداوين وأربع . نتأمّل صندوقاً 
  عدد الكرات الحمراء المسحوبة. Yالصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن 

  .Yما هي مجموعة القيم التي يأخذها   �
  .Yاحسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي   �
  وتباينه. Yاحسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي   �

�����

 �����

ء. نسحب عشوائياً كرة كرات حمرا نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع. 
من الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثمُّ نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 

عدد الكرات الحمراء المسحوبة في  Xوبعدئذ نسحب من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن 
  .»الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء اللون«إلى الحدث:  1Rالمرة الثانية. نرمز بالرمز 

  .Xما هي مجموعة القيم التي يأخذها   �
  .Xاحسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي   �
  وتباينه. Xاحسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي   �

، تُكرّر سعاد التجربة عدداً من حلقات تُلقيهاالوتد في تحاول سعاد إدخال   
نجاحها في في إدخال حلقة يصبح احتمال سعاد  تنجح عندما المرات.

1إدخال الحلقة اللاحقة 

3
، وعندما تفشل في إدخال حلقة يصبح احتمال 

4فشلها في إدخال الحلقة اللاحقة 

5
. نفترض أنّ احتمال نجاح سعاد في إدخال الحلقة في المرة 

  ، الحدثين الآتيين:nدد الطبيعي الموجب تماماً الأولى يساوي احتمال فشلها. نتأمّل، أياً كان الع
  nA  :»  نجحت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn«.  

nB  :»  فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn«.  
)ونعرّف    )n np A= P.   

2وبرهن أنّ  1pعيّن    �

4

15
p =. 

2nأثبت أنّه أياً كانت   � 1كان  ≤

2 1

15 5n np p −= +.  

1nنعرّف في حالة    � 3بالعلاقة  nuالمقدار  ≤

13n nu p= )1أثبت أنّ المتتالية   − )n nu ≥ 

 .qوأساسها   1uمتتالية هندسية وعيّن حدها الأوّل 
lim، ثمُّ احسب nبدلالة  npثمُّ  nuاستنتج قيمة   � n

n
p

→∞
.  

18  

17  
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        مسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلميةمسرد المصطلحات العلمية

  
  �نكليزية�نكليزية�نكليزية�نكليزية  العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Conditional probability  الاحتمال المشروط

 Independent events  أحداث مستقلة احتمالياً 

 Polar coordinates  إحداثيات قطبية

 Height  ارتفاع (مثلث)

 Complex numbers  عقدية (مركبة)أعداد 

 Binomial coefficients  ذي الحدينأمثال 

 Standard deviation  الانحراف المعياري

 Translation  انسحاب

  Variance  التباين

 Permutation  (على مجموعة) ديلتب

 Derangement  تام (تخالفي)تبديل 

 Random experiment  تجربة عشوائية

 Bernoulli random experiment  عشوائية برنوليةتجربة 

  Dilation-Homothety  تحاكي

   Combinatorics  توافقيتحليل 

 Arrangement  (على مجموعة)ترتيب 

 Similarity  تشابه

  Covariance  التغاير

  Frequency  تكرار

 Parametric representation  طييوستمثيل 

 Axial symmetry  تناظر محوري

     Central symmetry  تناظر مركزي

 Combinations  لتوافيقا

 Expectation  الرياضيالتوقع 

 Scalar product  الجداء السلمي

 Imaginary part  التخيليالجزء 

 Real part  الحقيقي الجزء 

 System of linear equations  معادلات خطيةة جمل



 

206  

  �نكليزية�نكليزية�نكليزية�نكليزية  العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Sine  جيب

 Cosine  جيب التمام(تجيب)

   Event  حدث 

  Simple event  حدث بسيط

 Circle  دائرة

 Rotation  دوران

 Tetrahedron (regular)   (المنتظم) الوجوهرباعي 

 Argument (of a complex number)  (عدد عقدي)زاوية 

     Acute angle  زاوية حادة

 Right angle  زاوية قائمة

     Obtuse angle  زاوية منفرجة

 Oriented angle  زاوية موجهة

  Vector  شعاع

  Collinear  vectors  شعاعان مرتبطان خطياً 

 Exponential form  لعدد عقدي لأسياالشكل 

 Trigonometric form  المثلثاتي لعدد عقديالشكل 

 Module (of a complex number)  عقدي) دد(عطويلة 

 Factorial  عاملي

 Affix of a point or a vector in the plane  عقدي ممثل لنقطة أو شعاع في المستويعدد 

  Sample space  فضاء العينة

 Probability law  قانون احتمال

 Measure  قياس (زاوية)

 Principal measure  قياس أساسي (زاوي)

 Sphere  رةك

 Random variable  عشوائي(متغير) متحول 

 Binomial random variable  عشوائي حدانيمتحوّل 

 Independent random variables  عشوائية مستقلة احتمالياً متحولات 

 Equilateral triangle  (مثلث) الأضلاعمتساوي 

 Isosceles triangle  متساوي الساقين (مثلث)

  Orthogonal   )، مستقيم ومستومستويان ،مستقيمان(متعامدان 

  Concurrent  )، مستقيم ومستومستويان ،مستقيمان(  تقاطعانم
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  �نكليزية�نكليزية�نكليزية�نكليزية  العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Concurrent  متلاقية (مستقيمات)

 Parallelogram  متوازي الأضلاع

 Parallelepiped  السطوحمتوازي 

  Parallel  )، مستقيم ومستومستويان ،مستقيمان( وازيانتم

  Median  متوسط (مثلث)

 Mean value  يالمتوسط الحساب

     Triangle  مثلث

 Axis of symmetry  محور تناظر

  Cone  مخروط

 Conjugate (of a complex number)  )عدد عقدي(مرافق 

  Square  مربع

  Barycenter  مركز الأبعاد المتناسبة

 Centroid-Center of gravity  مركز الثقل

 Center of symmetry  مركز تناظر

     Area  مساحة

 Line  مستقيم

 Plane  مستو

 Orthogonal projection  قائممسقط 

 Coordinate system  مَعلَم

  Cube  مكعب

  Midpoint  منتصف (قطعة مستقيمة)

 Biased, unbiased  غير منحاز ،منحاز

 Ratio  نسبة (التحاكي)

 Symmetric  نظيرة (نقطة)

     Norm  (شعاع) طول ،نظيم

     Weighted points  نقاط مُثقّلة

  Orthocenter  الارتفاعات  نقطة تلاقي

  



 

 

OK 

  

  

  

  

المؤسسة العامة للطباعة
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